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Kapitel 0
Einfiihrung

In dieser Einfiihrung werden wir (mittels linearer Algebra) ein Problem lésen, das
mich als Jugendlicher genervt hat.
In der Mittelschule haben wir Folgen kennengelernt. Es gibt die arithmetische Folge:

Fiir zwei Zahlen a, d definiert man

apyp =a

a, = Qp_1+d, nZl'

Hier kann man fast problemlos eine Formel fiir das n-te Folgenglied finden. Konkret
heisst das, dass wir einen Ausdruck fiir das n-te Folgenglied finden, der nur von n
abhéngt. Der Ausdruck ist gegeben durch a,, = a+ nd fiir n > 0 und wenn wir wollten,
kénnten wir problemlos ajs345 auch ohne Taschenrechner in weniger als einer halben
Minute berechnen. Eine @hnliche Geschichte haben wir in der Mittelschule mit der

geometrischen Folge gehabt: Seien a, ¢ zwei Zahlen, dann definieren wir

apy =—=a

a4, =0an_1q, n=>1

In diesem Fall ist eine Formel fiir a,, mit n als Variable durch a,, = aq¢™ fir n > 0
gegeben.

Fiir mich hat der interessante Teil des Stoffs hier aufgehort. Man ,beweist” dann in
der Regel viele Identitéiten, die fast tautologisch sind, betrachtet die Summenfolge (das
ist vielleicht doch interessant). Man kann jedoch viele interessante Fragen zum Beispiel

iiber arithmetische Folgen stellen. Hier sind einige:

1. Sei a,, = a + nd eine arithmetische Folge. Enthalt die Folge unendlich viele Prim-

zahlen? Das heisst, gibt es unendlich viele n € N, so dass a,, eine Primzahl ist?

Angenommen a, d sind nicht teilerfremd (d.h. es gibt I > 1, so dass [ sowohl a als

auch d teilt), dann kann die Folge hochstens eine Primzahl enthalten.
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Theorem 0.0.1 (Dirichlet, 1837). Seien a,d € N;a > 1,d > 1 teilerfremd. Dann

enthdlt die Folge a, = a + nd unendlich viele Primzahlen'.

Fiir den Beweis des Satzes brauchen Sie mehr oder weniger einen Bachelor in
Mathematik (dies konnte zum Beispiel das Thema Ihrer Bachelorarbeit sein).

Falls Sie nicht bis dahin warten wollen, dann kénnen Sie hier [13| anfangen.

2. Wegen Dirichlets Theorem (Theorem 0.0.1) koénnten wir uns fragen, wann die
erste Primzahl in einer arithmetischen Folge vorkommt. Im Jahre 1944 hat Yuri
Vladimirovich Linnik, ein Mathematiker, der meine eigene Forschung stark beein-
flusst, bewiesen, dass es Konstanten ¢, L > 0 gibt, so dass die erste Primzahl in
einer arithmetischen Folge a 4+ nd mit a, d teilerfremd (und 1 < a < d) kleiner als
cd* ist. Nehmen Sie sich ein bisschen Zeit, um diese Aussage richtig zu verstehen.
Hier ist eine Vermutung?, dass obiges Theorem von Linnik mit ¢ = 1, L = 2 gilt.
Mehr dazu hier.

3. Jetzt konnen wir uns fragen, ob wir eine ,Kette“ von Primzahlen in irgendeiner
arithmetischen Folge finden konnen. Was genau damit gemeint ist, konnen sie hier

nachlesen.

Diese Fragen und Theoreme sind schon, aber deren Losungen sind nicht direkt mit
linearer Algebra verbunden. Um nédher zur linearen Algebra zu kommen, betrachten wir

eine andere berithmte Folge, die Fibonacci-Folge. Diese ist folgendermassen definiert:

apg = 0
Up = A1+ ap2, N =>2

Wenn wir diese mit den oben definierten Folgen vergleichen, stellt sich sofort die Frage,
ob wir einen Ausdruck/eine Formel fiir das n-te Glied der Fibonacci-Folge finden kén-
nen. Es ist eigentlich nicht offensichtlich, dass es so eine Formel iiberhaupt gibt, aber als
Jugendlicher habe ich gehort, dass es eine Formel fiir das n-te Glied der Fibonacci-Folge
geben soll. Es konnte mir jedoch niemand sagen, wie diese Formel aussieht oder wie
man sie findet (in diesen uralten Zeiten gab es noch kein Wikipedia...). Wir werden
jetzt diese Formel zusammen finden und dabei fast allen Begriffen und Themen von
diesem Kurs (zumindest vom ersten Semester) begegnen. Der erste Schritt in diesem

Abenteuer ist sehr unintuitv; wir verkomplizieren die Sache. Wir haben keine Ahnung

1Zum Beispiel gibt es unendlich viele Primzahlen der Form 1 + 4k fiir ¥ € N und unendlich viele
der Form 3 + 4k fiir k € N.

2Eine Vermutung ist eine Aussage, von welcher die mathematische Gemeinschaft glaubt, dass sie
richtig ist, aber die bis anhin noch niemand beweisen konnte.



https://de.wikipedia.org/wiki/Dirichletscher_Primzahlsatz
https://en.wikipedia.org/wiki/Linnik%27s_theorem
https://en.wikipedia.org/wiki/Green%E2%80%93Tao_theorem
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wie wir dieses Problem 16sen kénnen und betrachten dazu noch unendlich viele (ver-
wandte) Probleme, die wir ebenfalls nicht 16sen kénnen. . . ziemlich verriickt! Um diese
neuen Probleme einfiithren zu kénnen, entwickeln wir ein bisschen ,,Sprache. Das heisst,
wir fithren einige Begriffe und Definitionen ein. Wir werden jetzt Folgen als Objekte
betrachten und sie mit schonen kalligrafischen Buchstaben bezeichnen. Zum Beispiel
schreiben wir: Sei F die Fibonacci-Folge, die in (0.1) definiert ist.

Definition 0.0.2. Wir sagen, dass wir eine Folge gut kennen, wenn wir eine Formel

fiir ihr n-tes Folgenglied gefunden haben.

Zum Beispiel kennen wir alle arithmetischen und geometrischen Folgen gut. Wir kon-
nen jetzt unser Ziel so ausdriicken: Wir mochten gerne F gut kennen. Wie versprochen,

machen wir die Sache komplizierter:

Definition 0.0.3. Seien a,b € R zwei reelle Zahlen. Wir definieren die Folge F,;

mittels der Rekursion

ag — a
a1:b

Qp = Qp_1 + Qp_o, fiir n > 2

Zum Beispiel gilt F = Fp ;. Also kénnen wir unser Ziel so ausdriicken: Wir méchten
Fo.1 gut kennen. Der Schliissel fiir die Losung ist nun das verriickte neue Ziel:

Neues Ziel: Wir mochten F,, fiir alle a,b € R gut kennen.

Wie kann es sein, dass wir mehr Hoffnung fiir dieses neue Ziel haben als fiir das
urspriingliche Ziel? Zunéchst klingt das verriickt, da das neue Ziel so aussieht wie
unendlich viele Varianten des alten Problems. Das neue Problem ist ein Raum von
Problemen und hier liegt eigentlich der Hund begraben. Dieser Raum hat eine gewisse
Struktur und wir konnen diese Struktur ausnutzen. Bevor wir anfangen, geben wir noch

eine Definition an:

Definition 0.0.4. Eine Folge A heisst eine Fibonacci-Folge, wenn es a,b € R gibt, so

dass A = F,p. Den Raum aller Fibonacci-Folgen nennen wir Fib.

Ubung 0.0.5. Zeigen Sie, dass eine Folge (ag,ay,...) eine Fibonacci-Folge ist genau

dann, wenn a,, = a,_1 + a,_o fiir alle n > 2.

Es gilt
Fib = {F,; | a,b € R}

und unser Ziel ist es, alle Elemente von Fib gut zu kennen.
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0.1 Welche Struktur hat Fib?

Wir nehmen zwei Folgen F; = (ag, a1, as, as, . ..), Fo = (bo, b1, ba, b3, . ..) und formen

ihre komponentenweise Addition
./_"1 +.F2 = ((10 + bo,a1 + bl,CLQ -+ bz,ag + b3, .. )

Behauptung: Seien F; und F, zwei Fibonacci-Folgen, dann ist auch F; + F5 eine Fibo-
nacci Folge. Wir bezeichnen die Glieder von F; + F» als F; + Fo = (co, ¢1,C2,C3, - - .).

Laut Ubung 0.0.5 miissen wir lediglich zeigen, dass
Cp = Cp—1 + Cp—2
fiir alle n > 2 gilt. Beweisen wir es: Es gilt
Cn = ap + b,
und da F7, F, € Fib haben wir
Ay + by = (ap—1 4+ an—2) + (bp—1 + bp—2) = (a1 +bp_1) + (a2 +bp_2) = ch_1 + cp_oa.

Daher gilt in der Tat ¢, = ¢,_1 + ¢,_o.

Ubung 0.1.1. Mit der Notation von Definition 0.0.3 erkliren Sie fiir sich selbst, dass
das obige Argument Folgendes zeigt:

fa,b + Jrc,d = Fa—l—c,b—&-d'

Kurz gesagt, konnen wir zwei Elemente von Fib addieren. Der Fibonacci-Folgen
Raum Fib hat also eine Addition. Ausser der Addition haben wir noch eine andere
Operation in Fib: eine Multiplikation mit einem Skalar. In diesem Zusammenhang
ist ,Skalar” einfach ein komischer Name fiir eine reelle Zahl. Spéter in diesem Kurs
mochten wir andere ,/Typen von Zahlen betrachten, die einen sogenannten Korper
formen (vielleicht haben Sie schon vom Kérper der reellen/komplexen Zahlen oder von
endlichen Koérpern gehort) und ein Skalar ist dann einfach ein Element eines Korpers.
Im Moment ist jedenfalls ein Skalar einfach ein Synonym fiir eine reelle Zahl. Also, sei
a € R ein Skalar und A = (ag, ai, as, ...). Wir definieren die Multiplikation von A mit
dem Skalar o € R als

aA = (aay, cay, aag, . . .).

Ubung 0.1.2. Argumentieren sie dhnlich wie im Fall der Addition, um folgende Be-
hauptung zu zeigen: Sei @ € R und A € Fib. Dann gilt auch A € Fib. Zeigen Sie des

10
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Weiteren, dass aF,p = Faq,ab-

Wir haben also gesehen, dass der Raum Fib Addition und Multiplikation mit einem
Skalar hat. Wie hilft uns das, unsere Aufgabe Fy; gut zu kennen, zu 16sen? Geduld
bringt Rosen. ..

Bemerken Sie zuerst das Folgende: Wenn man F; = (ag, a1, ...) und F5 = (bo, by, .. .)
gut kennt, dann kennt man auch F; + F, gut. In der Tat, wenn man eine Formel fiir a,,
und b, hat, dann hat man auch eine Formel fiir das n-te Folgenglied. Namlich, wenn
a, = f(n)und b, = g(n) Formeln fiir das n-Glied sind, dann ist f(n)+g(n) eine Formel
fiir F, + F». Ahnlicherweise, wenn man eine Folge A € Fib gut kennt, dann kennt man

auch aA fiir alle & € R gut. Allgemeiner, zeigen Sie:

Ubung 0.1.3. Wenn wir Fi, ..., F, gut kennen, dann kennen wir
Ofl.F1+...+Oékfk (02)

fiir alle o, ..., € R gut.

Ausdriicke der Form (0.2) heissen lineare Kombinationen von Folgen.

Anders gesagt, kann man mittels der Struktur von Fib das Wissen {iber einige
Elemente von Fib auf andere Elemente von Fib tibertragen.

Das ist alles sehr schon, aber es gibt kein einziges Element von Fib, das wir gut
kennen! Das ist eigentlich nicht wahr. Es gibt doch ein Element von Fib, das wir gut

kennen.
Ubung 0.1.4. Finden Sie es, bevor Sie weiter lesen.

Die Fibonacci-Folge Fyo kennen wir sehr gut: Wenn Fyo9 = (ag, ay, . ..), dann ist
a, = 0 fir alle n € NU {0}. Heisst das, dass wir jetzt mittels der Struktur von Fib
viele andere Folgen gut kennen? Leider nicht, denn Fyo + Foo oder aFy ergeben
leider keine neuen Folgen. .. Wir bekommen einfach F; wieder und wieder. Also, wenn
wir nur Fyo gut kennen, konnen wir mittels Addition und Skalarmultiplikation nicht
weiterkommen. Wie viele Folgen sollten wir kennen, um alle Elemente von Fib gut zu
kennen?

Nehmen wir an, dass wir eine Fibonacci-Folge F,; mit a und b beide nicht Null gut

kennen. Dann kennen wir mittels Skalarmultiplikation F,, o fiir alle o € R gut.

Ubung 0.1.5. Zeigen Sie, dass die Menge {Faa,op | @ € R} C Fib unter der Annahme
(a,b) # (0,0) unendlich viele Elemente enthélt, aber trotzdem niemals gleich Fib ist.

Diese Ubung zeigt, dass wir zumindest zwei Fibonacci-Folgen gut kennen miissen,
um alle Elemente von Fib gut zu kennen. Existieren also zwei Folgen in Fib, die wir

gut kennen und wodurch wir dann alle Elemente von Fib gut kennen? Kénnte man

11
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also zwei Folgen A, B € Fib finden, so dass jede Folge eine lineare Kombination von A
und B ist?
Wenn wir zum Beispiel Fy; und F; o gut kennen, dann kennen wir alle Elemente von

Fib gut: Wir konnen ein allgemeines Element F,; von Fib folgendermassen schreiben
./T'.a’b = a}],g + bfo’l

und daraus folgt eine Formel fiir ,; aus Formeln fiir Fy; und F .

Dies ist nochmals sehr schon, aber wir sind wieder bei unserem urspriinglichen Pro-
blem angelangt! Wir kennen F ; noch nicht gut! Im néchsten Abschnitt werden wir zwei
andere Folgen gut kennenlernen und mit diesen kann man auch jedes andere Element

von Fib mit Skalarmultiplikation und Addition erreichen.

Bemerkung 0.1.6. Die Tatsachen, dass
(1) zwei Folgen reichen,
(2) eine Folge nicht reicht (Ubung 0.1.5),

(3) in jeder Menge von drei Folgen es eine Folge gibt, die wir weglassen kénnen ohne

die Menge der ,erreichbaren Folgen“ zu dndern,

sind verbunden mit der Aussage, dass der Raum Fib Dimension 2 hat. Das ist keine
Uberraschung. Dimension ist fast gleichbedeutend mit der Anzahl , Freiheitsgraden® des
Raums. Uberlegen Sie sich, wieso Fib genau 2 Freiheitsgrade von reellen Zahlen hat.

In anderen Worten, Fib ist eine Ebene, in der jeder Punkt eine Folge darstellt.

0.2 Vorkenntnisse und Symmetrie

Wie kommt man auf eine neue Idee fiir die Losung eines Problems? Normalerweise
durch die Nutzung von Vorkenntnissen, die fiir die Losung relevant sind oder durch
das Erkennen, dass das Problem eine gewisse Symmetrie hat, die wir benutzen kénnen.
Vielleicht denken Sie, dass unser Problem gar keine Symmetrie enthélt. Immerhin ist

dies kein geometrisches Problem...

0.2.1 Vorkenntnisse

Bevor wir erkldren, welche Symmetrie dieses Problem dennoch geniesst und wieso
diese Symmetrie der Schliissel zur Losung ist, benutzen wir unsere Vorkenntnisse um

Fibonacci-Folgen zu finden, die wir gut kennen.

Ubung 0.2.1. Zeigen Sie, dass Fib keine arithmetische Folge enthlt (ausser Fo ).
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Die Ubung zeigt, dass wir mit arithmetischen Folgen nicht vorankommen kénnen.
Wie wiire es mit geometrischen Folgen? Kann eine Folge der Form (a, aq, aq?, ag?, .. .)
eine Fibonacci-Folge sein? Der Einfachheit halber versuchen wir zuerst a = 1, das heisst

mit einer Folge der Form
gq - <1aq)q27 .. )

mit ¢ # 0. Die Folge G, ist eine Fibonacci-Folge, genau dann, wenn
qn — qnfl 4 qn72 (03)

fiir alle n > 2 gilt. Da q # 0, kénnen wir (0.3) durch ¢"~2 dividieren und daher ist (0.3)
daquivalent zu
¢ =q+1. (0.4)

Dies koénnen wir mittels anderer Vorkenntnisse 16sen, der Mitternachtsformel?®! Glei-

chung (0.4) gilt genau dann, wenn

Es ist Ublich die Zahl

14++5
9

~ 1.618033... (goldener Schnitt)

mit ¢ zu bezeichnen und die Zahl

1-+5
2

~ —0.618033... (konjugierter goldener Schnitt)

mit 1. Fassen wir diesen Teil zusammen: die Folgen

Go=(Lp,¢*,¢% ...) und Gy = (1,0, ¢°,...)

sind beides Elemente von Fib, die wir gut kennen! Dies ist wunderbar, aber kénnen
wir mittels Addition und Skalarmultiplikation von G, und Gy, die urspriingliche Folge

Fo,1 ausdriicken? Ja!

Ubung 0.2.2. Verifizieren Sie, dass

1 1
——Go+ ——Gy = For.
o—p gt TN

Bemerkung 0.2.3. Um Ubung 0.2.2 zu lésen, miissen Sie wahrscheinlich ein lineares Glei-

chungssystem losen. Lineare Gleichungssysteme liegen im Herzen der linearen Algebra.

3Endlich eine Motivation zum Ldsen einer quadratischen Gleichung!
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Eines unserer ersten Themen wird ein Algorithmus sein, um lineare Gleichungssysteme

zu 16sen, die Gauss-Elimination.

Ubung 0.2.2 gibt eine Formel fiir das n-te Glied von Fo1 = (ap,ar,as,...):

. . 1 o — Q" — Y (%g)” - (%5)”

:@_¢¢+¢_(p o—v V5

Wir sind am Ziel angekommen!

Ubung 0.2.4. Sei Fo1 = (Fo, Fi, Fy,...). Unter der Annahme, dass lim,,_, FF—: exi-
stiert, berechnen Sie diesen Grenzwert. Dies gibt eine andere Motivation geometrische

Folgen mit ¢ als den Wert dieses Grenzwert zu betrachten.

0.2.2 Symmetrie

Man konnte sagen, dass dies nur ein Gliickstreffer war. Wie konnten wir wissen, dass
geometrische Folgen hilfreich sein wiirden? Das ist eine berechtigte Frage. Wie vorhin
erwihnt, konnte man diese geometrischen Folgen entdecken, wenn man die Symmetrie
des Raums Fib betrachtet. Was aber bedeutet Symmetrie in diesem Zusammenhang?
Wenn X irgendein geometrischer Raum ist, dann ist eine Symmetrie von X eine Ab-
bildung?

T:X— X,

die alle/einige der geometrischen Eigenschaften von X erhélt, wie beispielsweise Di-
stanz, Winkel usw. Wenn 7" : X — X eine Symmetrie ist, dann ist die Menge der
Fixpunkte

Fix(T)={r € X : T(z) =z}

normalerweise eine interessante Menge zum Betrachten. In anderen Worten ist ein Fix-
punkt ein Element, welches auf sich selbst abgebildet wird. Um den Symmetriebegriff
auf allgemeinere Rédume zu verallgemeinern, konnten wir das Folgende definieren: Sei
X ein Raum mit einer gewissen Struktur. Eine Symmetrie von X ist eine Abbildung
T: X — X, die die Struktur von X erhalt/respektiert.

Wenn X = Fib bekommen wir das Folgende:

Definition 0.2.5. Eine Abbildung 7" : Fib — Fib heisst eine Symmetrie von Fib,
wenn fiir A, B € Fib und « € R gilt, dass

T(A+B)=T(A) +T(B) uwd T(aA)=aT(A). (0.5)

4Eine Abbildung ist ein anderer Name fiir eine Funktion. Das ist eine Regel, die jedem Element
von X ein bestimmtes Element von X zuordnet. Dies und andere Grundlagen werden wir zusammen
mit der Analysisvorlesung bald sorgfiltig definieren.

14



Kapitel 0.2 Vorkenntnisse und Symmetrie

Die Anforderungen in (0.5) sind das, was wir meinen mit ,/ T respektiert die Struktur
von Fib‘“.
Uberlegen wir zuerst, welche Abbildungen 7' : X — X wir iiberhaupt kennen. Hier

sind drei Beispiele, die nicht so interessant sind:
1. Die Identitéts-Abbildung
Id : Fib — Fib
A— A,
die ,nichts* macht.
2. Die Skalarmultiplikations-Abbildung: Fiir o € R definieren wir

M, : Fib — Fib
A= aA.

3. Die Vektoradditions/Folgenadditions-Abbildung: Fiir B € Fib definieren wir

Ap : Fib — Fib
A— A+ B.

Ubung 0.2.6. Zeigen Sie, dass Id und M, fiir alle a € R die Anforderungen in (0.5)
erfilllen. Zeigen Sie des Weiteren, dass Ap fir B # Fyo die Anforderungen in (0.5)
nicht erfillt.

Wie gesagt, sind diese Symmetrien nicht besonders interessant, vielleicht weil sie
nicht mit der Tatsache verbunden sind, dass es sich bei Fib um einen Raum von Folgen
handelt. Diese Abbildungen existieren fiir jeden Raum, der Addition und Skalarmulti-
plikation hat.

Ubung 0.2.7. Bevor Sie weiter lesen, versuchen Sie eine interessante andere Abbildung
T : Fib — Fib zu finden, welche beriicksichtigt, dass es sich um einen Folgen-Raum
handelt? (Hinweis: Ich behaupte: Wenn man F; o gut kennt, dann kennt man auch Fo
gut. Wieso?)

Bei Folgen-Raumen gibt es die Verschiebungsabbildung

S : Fib — Fib

(ao,al,ag, .. ) — (CLl,CLQ, .. )

Ubung 0.2.8. (1) Verifizieren Sie, dass S(A) € Fib fiir A € Fib.
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(2) Verifizieren Sie, dass S die Anforderungen in (0.5) erfiillt.

Diese Verschiebungsabbildung ist schon eine interessante Symmetrie, die mit Folgen-

Réumen verbunden ist. Daher fragen wir uns, welche Fixpunkte S hat:
Ubung 0.2.9. Zeigen Sie, dass Fo,0 der einzige Fixpunkt von S ist.

Gut, die Fixpunkte von S sind nicht so interessant. Es stellt sich heraus, dass fiir
Abbildungen, die (0.5) erfiillen, die Menge von Fixpunkten hédufig nicht interessant
ist. Die Forderung S(A) = A ist einfach zu einschrénkend, um interessante Folgen
zu bekommen. Daher betrachtet man eine schwéichere Anforderung (die auch mit der

Skalarmultiplikation verbunden ist).

Definition 0.2.10. Sei T': Fib — Fib eine Symmetrie. Eine Folge A # F(, heisst

eine Eigenfolge von T, wenn es ein o € R gibt, so dass
T(A) = aA.

Der Skalar « heisst der Eigenwert von A.

Wir mochten also alle Eigenfolgen der Symmetrie S finden®. Dafiir nechmen wir
an, dass A = (ag,a,as,...) # Fyo eine Eigenfolge mit Eigenwert « ist. Dann gilt
S(A) = A oder in anderen Worten

(a1,a9,as,...) = alag,ar, as,...) = (qag, aay, aas, . . .).
Also gilt a,, = aa,_; fir alle n > 1. Daher hat A die Form
A = (ag, apar, apa®, aga®, .. .). (0.6)

Das heisst, dass A eine geometrische Folge ist. Welche v (und welche ag) kommen also
in Frage? Dies haben wir schon in Abschnitt 0.2.1 gesehen, aber leiten wir es nochmals

her: Aus (0.6) folgt insbesondere, dass
a, = o ay
fiir alle n > 0. Da A € Fib gilt auch as = a1 + a¢ und zusammen bekommen wir
o’ag = as = ay + ag = aag + ag = (a+ 1)ag. (0.7)

Aus A # Fy folgt, dass ag # 0. (Wieso? Finden Sie eine iiberzeugende Erklérung.)
Daher ist (0.7) dquivalent zu a® = « + 1. Sieht das bekannt aus? Dies ist gerade die

5Fiir die fortgeschrittenen Leser bemerken wir das Folgende. Eigenfolgen sind eigentlich Fixpunkte
beziiglich der Wirkung von S auf dem projektiven Raum P(Fib).
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Gleichung (0.4). Dies bedeutet: Wenn A eine Eigenfolge mit Eigenwert « ist, dann gilt
a? = a + 1 beziehungsweise o = 1 oder o = . Das heisst, A ist eine geometrische
Folge mit o« = ¢ oder o« = 9. Der Einfachheit halber wihlen wir ag = 1. Wir bekommen

die zwei Folgen, die wir vorher erraten haben

glP: (17S07§027903,---> und ng (1,w,¢2,w3,...).

Zusammenfassung : Die n-te Fibonacci-Zahl F), ist durch

(55)" - (52)"

V5

gegeben.
Allgemeiner zeigen Sie:

Ubung 0.2.11. Finden Sie eine Formel fiir das n-te Glied von Fap, die von a,b und n

abhangt.

Es gibt noch viele Sachen in diesem Zusammenhang zu sagen, aber wir miissen

irgendwann mit dem Kurs anfangen. Hier ist eine kleine Ubung als Dessert:

Ubung 0.2.12. Zeigen Sie, dass

p=1+

1+
1+

1
1+...

Was genau gemeint ist mit dieser Schreibweise und wie dies mit der Bewegung der
Planeten zusammenhéngt, konnen Sie mich fragen oder hier [4, §1.1] nachlesen.

Bemerkung 0.2.13. Auf die Idee zu dieser Einfiihrung bin ich gekommen, als ich Ubungs-
stunden an der Hebrew University gehalten habe und gefragt wurde, wieso lineare Al-
gebra Spass machen soll. Dies habe ich durch diese Frage mit der Welt geteilt. Viele

der Antworten dort sind sehr interessant und lohnen sich, dariiber nachzudenken!
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Figur 0.1: Ihr néchstes T-Shirt?
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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Mengen und Abbildungen

Dieses Kapitel haben wir sowohl in der Linearen Algebra wie auch in der Analysis

besprochen. Sie konnen dieses Kapitel im Fischer [7]| als Wiederholung lesen.

1.2 Gruppen

Teile von diesem Kapitel haben Sie in der Analysis behandelt (die Definition von
Gruppen, Ringen und Koérper). Fiir uns ist vor allem die Definition von Koérpern rele-
vant. In der Vorlesung Algebra I im dritten Semester werden sie noch mehr Gruppen-
und Ring-Theorie behandeln. In diesem Kapitel geben wir nur einige Definitionen und

einige Beispiele.

Definition 1.2.1 (Analysis 24. Sept.). Eine Gruppe (G, e, -) ist eine Menge G versehen
mit einem Element e € G (das neutrale Element) und einer Verkniipfung - : GxG — G

mit folgenden Eigenschaften:
a) Fir alle a,b,ce G gilt (a-b)-c=a-(b-c). (- ist assoziativ)
b) Firallege Ggilte-g=g-e=g. (daher der Name ,neutrales Element*)

¢) Zujedem g € G gibt esein g € Gmit g-¢g = ¢'-g =e. (¢ nennen wir ein inverses

Element von g)

Beachten Sie, dass a) der Eigenschaft G1 im Fischer |7] entspricht und b), c) ent-
sprechen G2. Wir schreiben oft zur Vereinfachung ab statt a - b fiir Elemente a,b € G,
falls klar ist, welche Operation gemeint ist.

Folgende Proposition haben Sie auch in der Analysis gesehen (vgl. auch Fischer (7,
Kap. 1.2.3]):
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Proposition 1.2.2. 1) Das neutrale Element ist eindeutig bestimmt (d.h. falls fiir
e, € G gilt, dass eg = ge und €' g = ge’ fir alle g € G, dann folgt stets e = ¢€’).

2) Das inverse Element von G ist eindeutig bestimmt. (Beachten Sie, dass wir dadurch

a™! fiir das inverse Element von a schreiben kénnen.)
3) Fir alle a,b € G gilt (a™')™' = a und (ab)™' =b"ta™.

4) Fir alle a,b,c € G gilt ab = ac genau dann wenn b = ¢ und ba = ca genau, dann

wenn b = c.

Beweis. Fir 1) und 2) verweisen wir auf die Analysis Vorlesung (21. Sept.). Wir be-
weisen jetzt 3):
Beachten Sie, dass (a=1)~! das einzige Element b € G ist mit der Eigenschaft

a'b=0ba ' =e.

Da a auch diese Eigenschaft hat, folgt nach 2), dass a = (a™')~!. Fiir den zweiten Teil

bemerken Sie, dass
(ab)(bta™) =a(bb N a ™! =aeat =aat = e

und analog folgt (b~'a=1)(ab) = e. Nach 2) folgt wiederum, dass b~'a~! = (ab)~!. Teil

4) der Proposition beweisen Sie in Serie 4. O

Definition 1.2.3. Eine Gruppe (G, ¢, ) heisst abelsch oder kommutativ, falls a-b = b-a
fiir alle a,b € G gilt.

Bemerkung 1.2.4. Wenn eine Gruppe G abelsch! ist, dann verwenden wir fast immer
die additive Schreibweise und schreiben (G, e, +) fiir die Gruppe. Also schreiben wir

insbesondere g; + g, statt g, und —g statt ¢! fiir g1, 92,9 € G.

Beispiel 1.2.5. Wir betrachten einige Beispiele von Gruppen.
e (Z,0,+) ist eine Gruppe.
e (NU{0},0,+) ist keine Gruppe, da jedes n € N kein inverses Element hat.
e (Q,0,+) ist eine Gruppe.

e Allgemeiner ist (K0, +) fiir jeden Korper K eine Gruppe. (Die Definition eines
Korpers folgt noch.)

I'Der Begriff ,abelsch® ist zuriickzufiihren auf den Mathematiker Niels Abel. Dieser Begriff ist das
einzige Beispiel eines nach einer Person benannten mathematischen Begriffs, der ohne Grossbuchstabe
geschrieben wird. So grundlegend ist dieser Begriff also!
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e Sei X eine Menge und
Abb(X) ={f: X — X | f ist bijektiv}. Dann ist (Abb(X),Idx, o) eine Gruppe.
Hier ist o die Verkettung und Idy : X — X,z +— =z die Identitatsabbildung.

(Dieses Beispiel haben Sie schon in der Analysis gesehen).

e Wenn X = {1,...,n} ist, dann schreiben wir S, = Abb(X) und somit ist
(Sp,Idx, o) nach dem obigen Beispiel eine Gruppe. Diese Gruppe benutzen wir

spiter, wenn wir Determinanten besprechen (Kapitel 3 im Fischer [7]).

1.2.1 Wichtiges Beispiel: Restklassen modulo n

Dieses Beispiel ist zentral fiir uns. Es wird uns als Beispiel fiir Gruppen, Ringe und
fiir gewisse n auch fiir Kérper dienen. Um das ,Objekt der Restklassen zu definieren,
betrachten wir die folgende Aquivalenzrelation auf Z: Sei n € N. Wir definieren fiir
a,be

an~y,b <= (b—a)ist durch n teilbar <= AN € Z: (b—a) = In.

Bemerkung 1.2.6. Wenn n aus dem Zusammenhang klar ist, dann schreiben wir einfach

~ statt ~,,.

Ubung 1.2.7. Beweisen Sie, dass ~, cine Aquivalenzrelation ist. (Reflexivitit und

Symmetrie sind fast direkt, nur fiir die Transitivitdt muss man kurz tiberlegen.)

Ubung 1.2.8. Schreiben Sie die Aquivalenzklassen fiir ~s, ~s3, ~y, . .. auf, bis Sie ver-
standen haben, was die Aquivalenzklassen von ~,, fiir ein allgemeines n € N sind. Wie

viele Aquivalenzklassen gibt es fiir ~q?

Wir 16sen Ubung 1.2.8 fiir ~y (jedoch ohne Erkldrung!):

0], ={...,—6,—4,-2,0,2,4,...} = die Menge der geraden Zahlen in Z
M., =1...,-5,-3,—1,1,3,5,...} = die Menge der ungeraden Zahlen in Z

Also sehen wir, dass a ~ b ein ausgekliigelter (aber préziser) Weg ist zu sagen, dass a

und b entweder beide gerade sind oder a und b beide ungerade sind.?

2Merken Sie sich: Es ist in der Tat priziser die obige Definition mit ~5 zu verwenden. Entweder
...oder ...hat keine ganz eindeutige Bedeutung in der Alltagssprache. Einige ETH-Dozenten verbieten
die Nutzung von ,entweder* sogar! Ich erlaube es Thnen, aber nur wenn es klar ist, was Sie meinen!
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Was passiert nun, wenn man beispielsweise eine gerade Zahl und eine ungeraden

Zahl addiert? Man bekommt immer eine ungerade Zahl! Es gilt

gerade + gerade = gerade (1.1)
gerade + ungerade = ungerade (1.2)
ungerade + gerade = ungerade (1.3)

ungerade + ungerade = gerade. (1.4)

Ubung 1.2.9. Zeigen Sie, dass (1.1) der Menge Z/ ~y= {[0]~,,[1]~,} die Struktur
einer Gruppe gibt mit [0]., als neutralem Element. Die Additions-Tabelle sieht so aus:

+ [ [0~ | (1]~
[0]~s | [0]~, | [1]~,
[~y | [Hes | 0],

Dies mochten wir auch in einem ausgekliigelten Weg schreiben, und zwar fiir ~,,.

Zuerst geben wir aber die Antwort zu Ubung 1.2.8: Fiir ~, gibt es n verschiedene

Aquivalenzklassen, die man durch ,Restklassen” darstellen kann:

0]., =0+4+nZ :={0+nl|leZ}
={alle ganzen Zahlen mit Rest 0 bei Division mit n}
Mo, =14nZ :={1+nl|lcZ}

={alle ganzen Zahlen mit Rest 1 bei Division mit n}

=n—-1)4+nZ:={(n—1)+nl|l€Z}

={alle ganzen Zahlen mit Rest (n — 1) bei Division mit n}.

n

n—1].

Allgemeiner gilt [a]., = a+ nZ. Wir schreiben @ fiir [a]., (unter der Annahme, dass n
aus dem Zusammenhang klar ist). Also ist @ = a +nZ = [a]~,. Des Weiteren schreiben

wir @ = bmodulon oder a =b mod n oder a = b (n), falls a ~,, b.

Beispiel 1.2.10. Sei n = 3. Dann ist beispielsweise

=-2=10=3k+1 firkeZ

|

o 1=

=—9=3k firkeZ

ol
wl

e 2=5=—-1=11 mod 3

Obiges Beispiel zeigt, dass jede Restklasse viele Darstellungen als @ hat.
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Definition 1.2.11 (vgl. Fischer [7, Kap. 1.2.7]). Sei n € N. Wir schreiben Z/nZ fiir

die Menge der Aquivalenzklassen von ~,,, das heisst®

Z/nZ =17/ ~p={0,1,...,(n— 1)}.

Wir méchten gerne zwei Elemente von Z/nZ addieren kénnen. (Denken Sie an Z/nZ

fiir n = 2 und die Addition von geraden/ungeraden Zahlen oben.)

Definition 1.2.12. Seien @, b € Z/nZ. Wir definieren

a+b:=a+b. (1.5)

Ist das eine gute Definition? Ist es ,erlaubt®, diese Addition einfach so zu definieren?
Da wir Addition von Restklassen//fquivalenzklassen durch eine Auswahl von Représen-
tationen definieren?*, miissen wir beweisen, dass diese Definition nicht von dieser Wahl
abhéngt. In der Mathematik sagen wir, dass wir zeigen miissen, dass die Addition in

(1.5) wohl definiert ist. Dies ist am besten erklért, in dem man den Beweis sieht:
Lemma 1.2.13. Die Addition in (1.5) ist wohl definiert.

Beweis. Seien a,a’ € Z mit @ = a’ (d.h. @ und @’ sind zwei moglicherweise verschiedene
Reprisentationen derselben Restklasse) und b, € Z mit b = ¢/. Wir miissen zeigen,

dass

at+b=d +V.

Das ist einfach: Laut Annahme existieren [, k € Z mit
a—a =In und b—b =kn.
Daraus folgt, dass

(a+b)—(d+V)=(a—d)+(b=V)=In+kn=(l+k)n.

Also gilt a + b = o’ + ¥ und daher ist die Addition wohl definiert (sie héngt nicht von
der Wahl der Représentanten ab). Dies beendet den Beweis. O

Theorem 1.2.14 (vgl. Fischer |7, Kap. 1.2.7]). Die Menge Z/nZ zusammen mit der
obigen Addition ist eine abelsche Gruppe.

Beweis. Seien @,b,¢ € Z/nZ. Wir miissen vier Eigenschaften iiberpriifen:

3Die erste Gleichung gilt nach Definition der Quotientenmenge und die zweite laut Ubung 1.2.8.
4F{ir n = 3 ist es nach obiger Definition zum Beispiel a priori nicht klar, dass T +3 = 1+ —9,
vgl. Beispiel 1.2.10.
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e Assoziativitit folgt aus Assoziativitit in Z:

@+b)+c=a+b+c=(@+b)tc=a+(btc)=a+btc=a+ (b+7)
e 0 ist das neutrale Element: 0+@=0+a=a=a+0=a+ 0.
e —a ist die Inverse von @: @+ —a=a + (—a) =0 = (—a) + a = —a +a.
e Die Gruppe ist abelsch, da Z abelsch ist: a +b=a+b=b+a =b+a.

Bemerkung 1.2.15. Wie bei jeder abelschen Gruppe bedeutet Subtraktion Addition der
Inversen: Erinnern Sie sich, dass —b die Inverse von b ist. Dann gilt: a —b=a+ —b =
a+(=b)=a—b.

1.2.2 Untergruppen, Homomorphismen und Isomorphismen

Dieses Kapitel vergleicht sich mit Kapitel 1.2.6 im Fischer [7|. Wir besprechen kurz
einige Begriffe der Gruppen-Theorie.

Definition 1.2.16. Sei (G, -) eine Gruppe. Eine Teilmenge H C G heisst eine Unter-
gruppe (von G), falls das Folgende gilt:

e H ist nicht leer.
e Fiir alle hy, ho € H gilt hihy € H.
o Fiiralle he€ H gilt h™! € H.
Beispiel 1.2.17. Wir betrachten einige Beispiele von Untergruppen.
e 7 C (Q,+) ist eine Untergruppe von (Q, +).
e {0} C Z ist eine Untergruppe von Z.
e Fiir jedes m € N ist die Menge mZ = {ml | | € Z} ist eine Untergruppe von Z.
e Sei (G,e,-) eine Gruppe. Dann sind {e} und G selbst zwei Untergruppen von G.
e {0,2} C7Z/47 = {0,1,2,3} ist eine Untergruppe von Z/4Z.

Bemerkung 1.2.18. Ist H C (G, ) eine Untergruppe, so ist (H,-) mit der Verkniipfung
- aus G wieder eine Gruppe:

Assoziativitdt der Verkniipfung - auf H folgt, da H C G. Ausserdem gilt, dass
h=' € H fiir h € H per Definition von Untergruppen. Da h,h™! € H folgt aus der
Definition von Untergruppen auch, dass ¢ = hh™' € H und e hat die Eigenschaft
eqg = ge = g fiir alle g € G. Da H C G gilt dies also insbesondere fiir alle h € H. Also
ist (H,-) in der Tat eine Gruppe.
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Um gewisse strukturelle Ahnlichkeiten zwischen verschiedenen Gruppen auszudriicken,
brauchen wir den Begriff von Homomorphismus und Isomorphismus. Allgemeiner defi-
niert man in der Mathematik (insbesondere in der abstrakten Algebra) eine Klasse von
Objekten mit gewisser Struktur und betrachtet dann alle Abbildungen zwischen diesen

Objekten, welche die Struktur der Objekte ,erhalten/respektieren. Kiirzer gesagt:

Definition 1.2.19 (vgl. Fischer [7, Kap. 1.2.6]). Seien (G, -) und (H, *) zwei Gruppen.
Eine Abbildung ¢ : G — H ist ein Homomorphismus, falls fur alle g1, g2 € G gilt (g, -

g2) = ©(g1) *(g2)°. Ein bijektiver Homomorphismus nennen wir einen Isomorphismus.
Lemma 1.2.20. Sei ¢ : (G, eq,) — (H, ey, *) ein Homomorphismus. Dann gilt:

(a) p(eq) = en, wobei e und ey jeweils die neutralen Elemente von G und H sind.
(b) p(a™t) = p(a)™! fir allea € G.

Beweis. (a) Es gilt p(eq) = v(eq-eq) = ¢leq) *p(eq). Wir multiplizieren beide Seiten

von links mit ¢(eg) ™! und erhalten:
en = plea) " * plec) = ple) ™ * plec) * plec) = en * p(ea) = p(ec).

(b) Seia € G. Nach (a) gilt p(a)*p(a™t) = p(a-a™) = p(eg) = ey und (a1 xp(a) =
o(a™ta) = p(eg) = ey. Aus der Eindeutigkeit der Inversen folgt nun (b).
[

Bemerkung 1.2.21. Wie wir in Bemerkung 1.2.4 gesagt haben, verwenden wir norma-
lerweise additive Schreibweise fiir abelsche Gruppen. In additiver Schreibweise sieht
Definition 1.2.19 so aus: Seien (G, +¢) und (H,+p) zwei (abelsche) Gruppen. Eine
Abbildung ¢ : G — H ist ein Homomorphismus, falls ¢(g1 +¢ g2) = ©(91) +u ¢©(g2)
gilt.

Beispiel 1.2.22. (1) Sei m € N. Die Abbildung

om: (Z,+) = (Z,+)

a— ma

ist ein Homomorphismus: ¢,,(a+b) = m(a+0b) = ma+mb = ¢,,,(a) + @ (b). Diese
Abbildung ist genau, dann ein Isomorphismus, wenn m = 1.
(2) Sei n € N. Die Abbildung

Tn 2 L — L0

ar—a

5Beachten Sie, dass - die Multiplikation in G ist und % die Multiplikation in H!
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ist ein Homomorphismus: 7,(a+b) = a +b = a+b = 7,(a) + 7, (b). Bemerken Sie,
dass die ersten zwei Additionszeichen die Addition in Z bezeichnen und die letzten
zwel die Addition in Z/nZ.

Ubung 1.2.23. Zeigen Sie, dass Bild(g,) = 7 *(0), und dass diese Menge eine Unter-

n

gruppe von 7 ist.

1.3 Ringe und Korper

Unsere Hauptmotivation fiir dieses Kapitel ist es Kérper zu definieren. Diese Kapitel

vergleicht sich mit Kapitel 1.3 im Fischer [7]. Als erster Schritt definieren wir Ringe:

1.3.1 Ringe

Definition 1.3.1. Eine Menge R zusammen mit zwei Verkniipfungen

+:RxR—R, (a,b)—a+b (Addition)
-:RxR— R, (a,b)—a-b (Multiplikation)
heisst ein Ring, falls:
(R1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe.
(R2) - ist assoziativ.
(R3) Fir alle a,b,ce Rgilta-(b+c)=a-b+a-cund (a+b)-c=a-c+b-c.
Des Weiteren definieren wir:
e R heisst kommutativ, falls fiir alle a,b € R gilt a-b=5-a.

e R heisst Ring mit Eins, falls es ein Element 1 € R gibt, sodass 1-a=a-1=a
fiir alle a € R gilt. Das Element 1 € R mit dieser Eigenschaft heisst Einselement.

Wir schreiben oft zur Vereinfachung ab statt a - b fiir Elemente a,b € R, falls klar

ist, welche Operation gemeint ist.

Beispiel 1.3.2. (Z, +, ) ist ein kommutativer Ring (mit Eins), 1 € Z ist das Einsele-

ment.

Beispiel 1.3.3 (Restklassen). Wir betrachten Z/nZ fiir n € N. Wir definieren fiir
a,b € Z/nZ:

a-b=a-b. (1.6)
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Man tberpriift (dhnlich wie fiir die Addition zuvor), dass die Multiplikation in (1.6)
wohl definiert ist (d.h. sie hingt nicht von der Wahl der Représentanten ab). (Machen
Sie das!) Mit dieser Definition ist (Z/nZ,+,-) ein (endlicher) kommutativer Ring mit
Eins; das Einselement ist 1. Dies erméglicht die sogenannte modulo Arithmetik, welche
dusserst niitzlich ist fiir viele Anwendungen in der Zahlen-Theorie (siehe Spass-Aufgabe
in Serie 4). Aus Zeitgriinden verzichten wir jedoch auf mehr Details. Hier sind die
Multiplikations-Tabellen fiir n = 4, 5:

101|234

101|123 0/0[0|0]0]0O

0[0|0]|0]0 1(0|1]2(3 4

110123 2101214113

21012012 31031142

3103121 4101413121
n=4 n=>5

Wenn wir eine Ring R mit Eins haben, kdnnten wir uns nun fragen, ob es auf R eine
Gruppenstruktur beziiglich Multiplikation gibt. In diesem Fall wire 1 € R das neutrale
Element. Ein Problem, das wir dabei haben ist das Element 0 € R:

Lemma 1.3.4 (vgl. Fischer |7, Kap. 1.3.1]). Fir alle a € R haben wir a-0=0-a = 0.

Beweis. Wir beweisen, dass 0 - a = 0. Der Beweis 0 - a = 0 ist sehr dhnlich.

Da 0+ 0 = 0 ist, haben wir wegen der Distributivitét, dass
0-a=(040)-a=0-a+0-a.

Wir addieren die additive Inverse von 0 - a auf beide Seiten, benutzen Assoziativitéit

und erhalten
0=0-a—0-a=(0-a4+0-a)—0-a=0-a+(0-a—0-a)=0-a+0=0-a.

]

Wir kénnen natiirlich die Frage éndern und uns fragen, ob es auf R\ {0} eine
Gruppenstruktur beziiglich Multiplikation gibt. Wir sehen jedoch schnell, dass 0 nicht

das einzige Hindernis ist/war:

3.3
3.3

oIn Z/AZ is

0.
- (1.7)
oln 7Z/67Z is 0 .

t
t
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Dies zeigt, dass fiir R = Z/6Z oder R = Z /A7 die Menge R\ {0} keine multiplikative
Gruppe sein kann, da die Menge nicht einmal abgeschlossen ist beziiglich Multiplikation
(siehe (1.7)). Man kann tiberpriifen, dass man in Z /27,7 /37 und Z/5Z keine Beispiele

wie in (1.7) findet. Um genauer zu erkliren, was passiert, brauchen wir eine Definition:

Definition 1.3.5. Ein Ring R heisst nullteilerfrei, wenn fiir alle a,b € R mit ab = 0
folgt, dass a = 0 oder b = 0. In Quantoren:

Va,b€e R:ab=0= (a=0) Vv (b=0). (1.8)
Bemerkung 1.3.6. Es ist auch niitzlich sich die Kontraposition von (1.8) zu merken:
Va,b€ R:(a#0)A(b#0)= ab#0.

Wir definieren zuerst Koérper und fragen uns dann, wann genau unser Lieblings-

Beispiel Z/nZ ein nullteilerfreier Ring ist.

1.3.2 Korper

Kurz gesagt ist ein Koérper ein Ring mit Eins, wo jedes von Null verschiedene Element

eine multiplikative Inverse hat.

Definition 1.3.7 (vgl. Fischer |7, Kap. 3.3]). Eine Menge K (oder (K,+,-,0,1)) zu-

sammen mit zwei Verkniipfungen

+: KxK— K, (a,b)—a+b (Addition)
K xK—K, (a,b)—a-b (Multiplikation)

heisst Korper, wenn Folgendes gilt:

(1) K zusammen mit der Addition ist eine abelsche Gruppe (0 ist ihr neutrales Element,

—a die Inverse von a € K).

(2) Sei K* := K \ {0}. Dann ist (K*,-, 1) eine abelsche Gruppe. Das heisst, fiir alle

a,b € K* ist ab € K* und fiir alle a € K* existiert ein b € K* mit ab = 1. In

diesem Fall schreiben wir b = a~! =: 1 und allgemeiner schreiben wir £ := cd ™.

(3) Es gelten die Distributivgesetze:

a-(b+c)=a-b+a-c
(b+c)-a=b-at+c-a

In anderen Worten, K ist auch ein Ring.
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Beachten Sie, dass wir auch hier oft ab statt a - b schreiben fiir a,b € K.

Bemerkung 1.3.8. Man konnte auf die Definition einer Gruppe und eines Rings verzich-

ten und direkt einen Korper wie in nachfolgender Definition definieren.

Definition 1.3.9 (alternative direkte Definition). Ein Kérper ist ein Tupel (K, +,-,0,1)

bestehend aus einer Menge K mit zweir Abbildungen
+: KX K—>K;(z,y)—x+y

KX K= K (x,y)—x-y

und ausgezeichneten Elementen 0,1 € K, so dass die Korperaxiome gelten:

(K1) Vz,y,z€e K:x+(y+2)=(r+y)+ =2 (Assoziativitit der Addition)
(K2)Ve,ye K o +y=y+=x (Kommutativitit der Addition)
(K3)Vee K:04+z =z (Neutrales Element der Addition)
(Kf{)Vee K3r'e K :x+2'=0 (Inverses Element der Addition)
(K5) Ve,yze K:x-(y-2)=(x-y)-2 (Assoziativitat der Multiplikation)
(K6)Vee K:1-z=x (Neutrales Element der Multiplikation)
(K7) Ve e K\{0}32' e K :2/-x =1 (Inverses Element der Multiplikation)

(K8) Vx,y,z€ K :x-(y+z2)=x-y+z-zund

Ve,yz€ K (y+2)-x=y-c+z-x (Distributivitdt)
(K9) 1#0 (Nichttrivialitit)
(K10) Ve,ye K :x-y=y-x (Kommutativitit der Multiplikation)

Die Definition einer Gruppe kann spéter vielleicht doch hilfreich sein, wenn wir
Determinanten besprechen und gewisse Matrix-Gruppen erwdhnen. Im Moment ist es
wichtig, sich Folgendes zu merken: Unser erstes wichtiges Thema sind Vektorraume
tiber Korper. Korper spielen jetzt also eine wichtige Rolle, Gruppen und Ringe (noch)
nicht.

Lemma 1.3.10. Wir haben folgende Folgerungen aus der Definition eines Korpers:

(a) Es gilt 1 # 0. Das heisst, jeder Korper hat mindestens zwei Elemente.

(b) Es gilt0-a=a-0=0.
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(c) Falls a-b =0, dann ist a = 0 oder b = 0. Anders gesagt, ist jeder Korper nulltei-

lerfrei.
(d) Wir haben a - (—=b) = —(a-b) und (—a) - (=b) =a-b.
(e) Fallsx-a=y-a mita € K* und x,y € K, dann folgt x = y.

Beweis. (a) Da K* eine Gruppe ist, ist 1 € K*. Das Element 0 ist hingegen per
Definition nicht in K*. Daher ist 1 # 0.

(b) Dies haben wir zuvor schon bewiesen.

(c) Die Tatsache, dass K* eine Gruppe ist, impliziert insbesondere, dass K* abge-
schlossen ist beziiglich Multiplikation. Das heisst, aus a,b € K* folgt ab € K*.

Dies ist genau die Kontraposition der Aussage in (c).

(d) Bemerken Sie, dass
ab+a(—=b) =a(b+(-b)) =a-0=0,

wobei die erste Gleichheit wegen Distributivitat gilt, die zweite da —b die Inverse
von b ist und die letzte Gleichheit gilt wegen (b). Daraus folgt (Wieso? Eindeutigkeit
der Inversen), dass

a(—b) = —(ab). (1.9)

Fiir die zweite Aussage verwenden wir (1.9):

1.9) 1.9)

(—a)(=b) & —(=(a)b) = —(b(—a)) "Z) —(—(ba)) = —(=(ab)) = ab, ~ (1.10)
wobei die letzte Gleichheit wegen Proposition 1.2.2 gilt.

(e) Hier geben wir nur einen Hinweis: Multiplizieren Sie die Gleichheit xa = ya mit
a~! € K* von der rechten Seite.

Andere Folgerungen sehen sie in der Serie/Ubungsstunde. [

Beispiel 1.3.11. Sie haben in der Analysis schon die Korper Q,R und C gesehen.
Diese Korper sind auch fiir die lineare Algebra sehr wichtig. Falls Sie Fragen haben,

dann sollten Sie uns fragen!

Wir kehren zu unserem Restklassen-Beispiel zuriick, um einige endliche Korper zu

bestimmen.

Lemma 1.3.12. Der Ring Z/nZ ist genau dann nullteilerfrei, wenn n eine Primzahl

18t.
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Beweis. ,, =" Hier verwenden wir die Kontraposition. Angenommen n ist nicht prim,

dann existieren 1 < k,1 < n, sodass n = ki Damit gilt in Z/nZ:
0=n==k-I,

aber k # 0 und [ # 0 (Wieso?). Daher ist Z/nZ nicht nullteilerfrei. ,<=* Nehmen wir

jetzt an, dass n eine Primzahl ist. Seien k,[ € Z/nZ mit
k-1=0.

Daraus folgt, dass ein r € Z existiert mit kI = rn und insbesondere teilt die Primzahl
n das Produkt kl. Dies impliziert”, dass ((n teilt k) oder (n teilt 1)), was dquivalent ist
zu (k =0 oder [ = 0). Dies zeigt, dass Z/nZ nullteilerfrei ist. O

Bemerkung 1.3.13. Wir mochten jetzt nicht gross darauf eingehen; nur als Bemerkung;:
Wir sagen, dass ein Element in einem nullteilerfreien Ring R zwei verschiedene Eigen-

schaften haben kann:

e Man sagt, dass p € R prim ist, falls p teilt ab fiir a,b € R stets impliziert, dass p
teilt a oder p teilt b. In Quantoren ausgedriickt:

Va,b € R : p teilt ab = p teilt a V p teilt b.

e Man sagt, dass p € R irreduzibel ist, falls p kein Produkt von zwei Elementen in

R ist, die nicht invertierbar sind. In Quantoren ausgedriickt:

Va,be R:p=ab=a€ R*Vbe R".

In Z sind diese beiden Eigenschaften dquivalent. Die bekannte Tatsache, dass es in Z
eine Primfaktorzerlegung gibt ist dquivalent zu der Aussage, dass in Z Primelemente

und irreduzible Elemente gleich sind.

Lemma 1.3.14. Sei R ein nullteilerfreier kommutativer Ring mit 1, so dass 1 # 0.

Falls R endlich vielen Elementen besitzt, dann ist R ein Korper.

Beweis. Sei R ein Ring wie in den Voraussetzungen des Lemmas. Um zu zeigen, dass R
ein Korper ist, gentigt es zu zeigen, dass jedes a € R\ {0} eine multiplikative Inverse hat
(Wieso?). Der Trick ist die folgende ,Multiplikation-mit-a-Abbildung* zu betrachten:

mq : R\ {0} — R\ {0}
b mgu(b) :=ab

SHier benutzt man, dass Primzahlen in Z irreduzibel sind, siche Bemerkung 1.3.13.
"Hier verwendet man, dass Primzahlen prim sind, siche Bemerkung 1.3.13.
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Da R nullteilerfrei ist, ist m, definiert (d.h. die Zielmenge von m, ist in der Tat in
R\ {0}). Ausserdem folgt die Injektivitiat aus der Nullteilerfreiheit: Seien b, 8" € R\ {0}
mit m,(b) = ab = al = m,(V’). Dann folgt (aus der Inverse und Distributivitét), dass
a(b—10) = 0. Da a # 0, folgt aus der Nullteilerfreiheit, dass b — b’ = 0. Dies zeigt die
Injektivitat.

Wir haben noch nicht die Annahme, dass |R| < oo (und daher |R\ {0} < o0)
benutzt. Aus dem Schubfachprinzip folgt: Weil |R\ {0}| < oo und m, injektiv ist, ist
m, auch surjektiv. Bemerken Sie nun zuletzt, dass 1 € R\ {0} (per Annahme) und
daher existiert ein b € R mit ab = m,(b) = 1. Dies zeigt, dass a eine Inverse besitzt,

was wir zeigen wollten. O

Korollar 1.3.15. Sei p eine Primzahl. Dann ist 7/pZ ein Korper mit p Elementen.

Das Nullelement ist 0 und das Einselement ist 1.

Bemerkung 1.3.16. Der Korper® Z/pZ fiir p eine Primzahl ist zentral im Gebiet der
Algebra und Zahlentheorie. In Serie 5 haben Sie einige lustige Aufgaben dazu.

Ubung 1.3.17. Wir haben eigentlich gezeigt, dass a eine rechtsseitige Inverse besitzt.
Zeigen Sie, dass eine rechtsseitige Inverse auch eine linksseitige Inverse ist. (vgl. Fischer

7, 1.2.3, b)])

Definition 1.3.18. Sei (K0, 1) ein Kérper. Fiir n € N definieren® wir

n-1=14+...+1¢c K.
——

n-Mal

Die Charakteristik von K ist dann definiert als

0, fallsn-1#0 fir allen € N
char(K) = :

min{n | n-1=0}, sonst

Beachten Sie, dass char(K) € NU {0}!

Beispiel 1.3.19. Wir berechnen einige Charakteristiken fiir uns schon bekannte Kor-

per:
e Fiir Q, R und C gilt char(Q) = char(R) = char(C) = 0.
o Fir F, = Z/pZ gilt char(F,) = p. (Wieso?)

Man kann mit einem &hnlichen Argument wie in Lemma 1.3.12 zeigen, dass die

Charakteristik eines Korpers 0 oder eine Primzahl p € N ist.

8Normalerweise bezeichnet man diesen Kérper mit F, .= Z/pZ.
9Hier ist eine Induktion/rekursive Definition versteckt.
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1.4 Polynome

Die letzte Vorbereitung, bevor wir endlich anfangen kénnen (mit linearer Alge-
bra), ist es den Raum von Polynomen iiber einem Koérper einzufiithren. In der Mit-
telschule betrachtet man Polynome als Funktionen, aber wir méchten Polynome als
formale Objekte betrachten. Dies bereitet in der Regel einigen Studenten Miihe. Daher

erkldren wir unten den subtilen Unterschied zwischen Polynomen als formalen Objekten
und ihren entsprechenden Funktionen. Zuerst aber definieren wir Polynome:

Grob gesagt, ist ein Polynom ein Ausdruck, der durch Konstanten und Symbole (Va-
riablen oder Unbestimmte genannt) mittels Addition, Multiplikation und Potenzieren
(mit nicht-negativen ganzen Potenzen) gebildet werden kann. Zwei solcher Ausdriicke,
welche durch anwenden von Kommutativitdt, Assoziativitdt und Distributivitdt von
Addition und Multiplikation ineinander iiberfiihrt werden konnen, definieren dasselbe

Polynom. Nun die formale Definition:

Definition 1.4.1. Sei K ein Korper und z eine Unbestimmte (unbekannte Variable)!©.

Wir nennen einen formalen Ausdruck der Form
f(z) = ao + a1 + ax® + ... + a,z", (1.11)
wobei n € N und a; € K fiir alle 0 < i < n, ein Polynom iiber K. Die Menge
Klz] = {f(z) wie in (1.11), mit n € N und a; € K fiir alle 0 <i <n}

heisst der Polynomraum tiber K (mit Unbestimmter x).

Bemerkung 1.4.2. Um ganz prézis zu sein, miissen wir sagen, dass ein Polynom iiber K
eindeutig bestimmt ist durch eine Folge {ay}32, mit aj, € K fiir alle £ > 0, so dass ein
n € N existiert mit a; = 0 fiir alle ¥ > n. Zum Beispiel entspricht das Polynom 1 — x>
der Folge (1,0,—1,0,0,...) und die Polynome 1 —2z?* 1+0-z—2% und 1 —2*+0-z7 sind
alle gleich. Diese Bemerkung ist vielleicht sehr wichtig fiir unser ,Computer-Programm*
(bestehend aus formalen Definitionen und Theoremen), das wir langsam am Schreiben
sind, aber jeder von uns versteht schon, wenn zwei Polynome gleich sind durch die

(imprézise) Erklarung vor der Definition.

Hier sind noch einige Definitionen und Notationen, die wir brauchen werden:

Definition 1.4.3. Das Polynom mit a;, = 0 fiir alle £ € NU{0} heisst das Nullpolynom

und wird einfach mit 0 € K{[z| bezeichnet. Normalerweise schreiben wir f € K{z| statt

Denken Sie bei x als Platzhalter, oder besser gesagt, als sogenanntes ,freies Element “: ,frei“ im
Sinn, dass es nichts mit K zu tun hat, und ,,Element” im Sinn, dass wir Potenzen davon bilden kénnen,
wie zum Beispiel 2" =2 ... z.

—
n-Mal

33



Kapitel 1.4 Polynome

f(z) € K[z]. Der Grad von f € K|x] wie in (1.11) definieren wir als

—00, falls f =0

d _
elf) max{k € NU {0} | ar # 0}, sonst

Manchmal verwenden wir das Summenzeichen, um Polynome kiirzer zu schreiben.

Dabei definieren wir 2z° = 1 und z! = z:

n

k _ 0 1 n __ n
g arr” = Qg + AT + ...+ a0, =ag+ax+ ...+ a,x".
k=0

Der hochste Koeffizient, der ungleich Null ist, heisst der Leitkoeffizient (oder der fiih-
rende Koeffizient). Wenn der Leitkoeffizient 1 ist, dann heisst das Polynom normiert.
Polynome der Form a;2' fiir ein [ € N heissen Monome. Wir kénnen zwei Polynome
f,g € K|z| addieren und multiplizieren, indem wir die iiblichen Regeln der Kommuta-

tivitat, Assoziativitdt und Distributivitdt sowie Potenzregeln benutzen. Zum Beispiel

in Q[x]: Seien
f=32"+42+2 und ¢g=2°—-3z+4
Dann ist

f+g=06"+40+2)+ (2® -3z +4) =2+ 32° + 2+ 6,
frg=02"+42+2) (2° — 3z +4) = 32" + 42" — 72° + 10z + 8.

Ubung 1.4.4. Fiir n € N U {0} definieren wir die Regel —0co + n = —oco. Seien
f,g € K[z| nicht Null. Zeigen Sie (unter Benutzung der Regel), dass

deg(fg) = deg(f) + deg(g).

Gilt
deg(f + g) = max(deg(f),deg(g))?

Wenn ja, beweisen Sie es. Wenn nein, iiberlegen Sie sich, in welchen Féllen es nicht gilt

und in welchen Féllen es doch gilt!

Bemerkung 1.4.5. Wie Sie oben sehen, erlauben wir uns die Freiheit Polynome nicht

immer mit aufsteigenden Potenzen zu schreiben.

Bemerkung 1.4.6. Unser ,Computer-Programm® ist verwirrt. Hier ist eine préazise De-

finition der Addition und Multiplikation: Seien f,g € K[| mit entsprechenden Folgen

{ak}io:o und {bk}zo:o
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e Wir definieren f + ¢ als das eindeutige Polynom, das der Folge {c;}32, mit ¢, =
ay + by, entspricht. Auch fiir {c}72, gilt, dass ¢, € K fiir alle £ > 0, und dass
ein M € N existiert mit ¢, = 0 fir alle £ > M. (Wieso haben wir diesen Satz

geschrieben? Wieso existiert ein solches M?)

e Die Formel fiir die Multiplikation sieht etwas seltsam aus in dieser ,Folgen-
Schreibweise”“. Dies erklart wieso die Darstellung in (1.11) besser ist, obwohl sie
weniger prazis ist. Wir definieren f - g als das eindeutige Polynom, das der Folge

{ck}2,, entspricht, wobei

k
Cr :— &Qbk + albk_l + ...+ akbo = Zaibk_i = Z aibj. (112)
1=0 0<4,5<5k
i+j=k

(Uben Sie ihr Verstindnis des Summenzeichens, indem Sie (1.12) gut verstehen).

Definition 1.4.7. Elemente von Q[z]| (resp. R[z|, C[z]) heissen rationale Polynome

(resp. reelle Polynome, komplexe Polynome).

Definition 1.4.8 (Teilbarkeit). Seien f,g € K[z]. Wir sagen, f teilt g und schreiben
f 1 g, falls ein h € K[z] existiert, so dass g = f - h.

Ziele von diesem Abschnitt : (1) Den Unterschied zwischen Polynomen und Polynom-

funktionen zu verstehen.

(2) Wir mochten in K[z dividieren kénnen, aber das geht nicht immer. Der Ersatz ist

,Division mit Rest in K[z]*.

(3) Nullstellen in K fiir Polynome in K[z]| besprechen. Insbesondere beweisen wir:

A € K ist eine Nullstelle von f genau dann, wenn f durch (x — \) geteilt wird.

(4) Fakten iiber Nullstellen von komplexen und reellen Polynomen besprechen.

1.4.1 Unterschied zwischen Polynomen und Polynomfunktio-

nemn

Die Unbestimmte z in K[z| wartet darauf, dass jemand kommt und etwas in sie
einsetzt. In diesem Sinn kann man bei x an einen Platzhalter denken. Mann kann
verschiedene Dinge in x einsetzen: Die ,jiblichen Verdachtigen® sind Elemente von K.

Wir werden spiter jedoch auch Matrizen und Funktionen in z einsetzen.!!

HFortgeschrittene Aussage (d.h. man kann dies sorglos ignorieren): Es ergibt sicherlich Sinn Ele-
mente einer beliebigen K-Algebra einzusetzen.
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Betrachten wir was passiert, wenn wir Elemente von K einsetzen. Wir definieren die

LZAuswertungs-Abbildung* (evaluation auf Englisch) durch

evi @ K[X] — Abb(K, K) = {Funktionen von K nach K},
fr=evi(f),

wobel

evg(f): K — K,
A= f(A) =ap+a A+ ...+ a,\"

fir f=a9+ax+ ...+ a,z"™.

Bemerkung 1.4.9. Wenn keine Verwechslungsgefahr entsteht, schreiben wir ev statt

eV.

Wir méchten zwischen f € K[z] und evg(f) unterscheiden. Der Grund ist, dass evg

im Allgemeinen nicht injektiv ist!

Beispiel 1.4.10. Sei K = F3. Betrachten Sie f = 2% — z € F3[z] und g = 0 € F3[z].
Wir behaupten, dass ev(f) = ev(g):
Natiirlich ist ev(g) die konstante Abbildung, die alles auf 0 € F5 abbildet. Fiir ev(f)

miissen wir etwas berechnen:

ev(f)(0) =0 —0=0
ev( M) =T -1=0
ev(f)2)=2"-2=0.

Also ist in der Tat ev(f) = ev(g).

Ubung 1.4.11. Finden Sie f # 0 € F,[z] mit evp,(f) = 0, wobei 0 fiir die Nullfunktion
in Abb(F,,F,). (Hinweis: In Beispiel 1.4.10 gilt 2* — 2 = (z — 0)(z — 1)(z — 2). Wieso

kann man diesen Trick in einem endlichen Kérper benutzen?)

Man kann zeigen (wir zeigen in diesem Abschnitt Teile davon): Sei K ein Korper
mit unendlich vielen Elementen. Dann ist evy : K[z] — Abb(K, K) injektiv.

1.4.2 Division mit Rest in K|z]

Lemma 1.4.12 (Division mit Rest in K[z]). Sei f € K|x] ein beliebiges Polynom und
0 # g € Kl[z|. Dann gibt es Polynome q,r € K|[z], so dass

f=a9+r
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mit deg(r) < deg(g) oder r = 0.

Wir werden sehen, dass die Polynome ¢ und r durch die Bedingungen in Lemma
1.4.12 eindeutig bestimmt sind. Des Weiteren bemerken wir, dass der Beweis von Lem-

ma 1.4.12 einen Algorithmus angibt, wie man ¢ und r finden kann'2.

Beweis von Lemma 1.4.12. Da g # 0, gilt deg(g) # —oo. Falls deg(g) = 0, dann ist
g = by € K\ {0} ein Skalar ungleich Null. Daher kénnen wir ¢ = by f und r = 0
setzen fiir f € Kz| und es gilt f = qg + r, wie gewiinscht. Wir nehmen jetzt an, dass
deg(g) > 1. In diesem Fall beweisen wir die Existenz von ¢ und r mittels Induktion
tiber deg(f):

Fiir die Induktionsverankerung nehmen wir an, dass deg(f) < deg(g). (Beachten
Sie, dass dies insbesondere den Fall deg(f) = 0 abdeckt.) Wir wihlen ¢ = 0 und r = f
und erhalten f = qg + 7.

Fiir den Induktionsschritt nehmen wir nun an, dass deg(f) =: m > n := deg(g) und
die Aussage des Lemmas fiir alle Polynome mit Grad kleiner als f gilt. Da deg(f) = m
und deg(g) = n, sind f und g von der Form

f(2) = amx™ + a1 2™ 4 ..+ ag
mit a,, # 0 und
() = bpx™ + by 2"+ by

mit b, # 0. Betrachten Sie das Polynom

) = 1(0) = (52 )" "t (113)

Beachten Sie, dass die Leitkoeffizienten von f(x) und (42)z™ "g(x) gleich sind und
sich somit ausloschen. Also haben wir entweder deg(f1) < deg(f) oder f; = 0.
Falls f; = 0 ist, dann haben wir

)= (§2am Yot + 0

—_—— r(@)
q(z)

wie gewtinscht. Falls f; # 0, dann gilt deg(f1) < deg(f). Also kénnen wir die Indukti-

onsannahme auf f; anwenden und finden ¢, r € K[x] mit

fi(x) = q(2)g(x) +r(z) (1.14)

12Dieser Abschnitt folgt [3, §5.2].
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und mit deg(r) < deg(g). Wir setzen (1.14) in (1.13) ein und erhalten

) = o)+ (2 )emrgte) = \(ql () + %xmn)lgm +r(a),

qE;)

wie gewiinscht. Dies schliesst den Induktionsschritt ab und beweist somit das Lemma.
m

Ubung 1.4.13. Beweisen Sie die Eindeutigkeit der Polynome ¢ und r in Lemma 1.4.12.

In der Praxis benutzt man oft die sogenannte ,schriftliche Division*, um Division
mit Rest durchzufiihren. Bei der Division von 2® + 2% 4+ 3z — 1 durch 22 — 1 erhalten

wir beispielsweise z 4 1 als Quotient und 4x als Rest:

(P +2*+3z-1): (2 —-1)=2+1
—* 4+
v +4r—1
—2* 1
4o

Die Art und Weise wie man solch eine schriftliche Division aufschreibt, ist von Land
zu Land unterschiedlich. In jedem Fall ist jedoch die Idee, dass man in jedem Schritt
versucht die Leitkoeffizienten auszuloschen. Dies ist auch genau die Idee im Beweis von
Lemma 1.4.12.

Ubung 1.4.14. Teilen Sie 27 4+ 25 — 2° — 2* + 2% + 22 — 2 — 1 durch 2® 4+ z + 1.

1.4.3 Nullstellen

Eine wichtige Konsequenz der Polynomdivision mit Rest ist, dass wir Nullstellen-
suche und Polynomfaktorisierung zueinander in Beziehung setzen kénnen. Wir sagen,
dass a € K eine Nullstelle von 0 # f € K|x] ist, falls f(a) = 0.

Korollar 1.4.15 (Linearfaktorzerlegung). Sei a € K und f € K[z] ein von Null
verschiedenes Polynom. Dann ist a eine Nullstelle von f genau dann, wenn (x —a) ein

Teiler von f in K|x] ist.

Beweis. Sei g(x) = x — a. Wir wenden Division mit Rest an und erhalten

f(x) = q(x)(z = a) +r(z)

mit deg(r) < deg(g) = 1, so dass r eine Konstante sein muss. Wir beweisen nun die

Aussage: Wir nehmen zuerst an, dass f(a) = 0. Wir setzen fiir z in obiger Gleichung a
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ein und erhalten r = 0. Also gilt

f(2) = q(a)(x — a) (1.15)

und (x — a) ist ein Teiler von f. Fiir die Umkehrung nehmen wir an, dass (z — a) ein
Teiler von f ist und (1.15) gilt. In diesem Fall ist f(a) = g(a)(a —a) = 0. O

Sei a € K. Das Polynom (z —a) kann mehrmals ein Polynom P € K|[z] teilen. Dann

spricht man von mehrfache Nullstelle. Hier ist eine prézisere Definition:

Definition 1.4.16. Sei p € K[z] mit deg(p) > 0. Fir a € K definieren wir die
Vielfachheit von a bet p durch

p(p | a) == max{r e NU{0} | 3g € Klz] mit p = (x — a)"g}.

Beachten Sie: pu(p | a) ist definiert fiir jedes a € K, und ist einfach 0, wenn a keine

Nullstelle von p ist.

Korollar 1.4.17 (Anzahl Nullstellen). Fir f € K[x] von Grad n € NU{0} ezistieren
hochstens n verschiedene Zahlen a € K mit f(a) = 0.

Beweis. Wir beweisen die Aussage per Induktion tiber deg(f).

Falls deg(f) = 0 ist, dann entspricht f einer von Null verschiedenen Konstanten und
hat keine Nullstellen in K.

Angenommen es gilt deg(f) > 0 und es existiert eine Nullstelle a € K (sonst sind
wir fertig, wieso?). Also gilt nach der Linearfaktorzerlegung (Korollar 1.4.15), dass ein

Polynom ¢ € K|[z] existiert mit

f(x) = (z = a)g(z).

Wir benutzen, dass deg(g192) = deg(g1)+deg(go) ist fiir beliebige von Null verschiedene
Polynome ¢y, g2 € K|[z], um zu sehen, dass deg(g) = deg(f) — 1 ist. Nach Induktions-
annahme (angewendet auf g) hat g hochstens n — 1 Nullstellen. Eine Nullstellen von f
ist entweder a oder eine Nullstelle von g. Also hat f hochstens n Nullstellen und das
Korollar folgt. O

1.4.4 Polynome iiber R und C

Kurze Einfiihrung und der Fundamentalsatz der Algebra

Wir betrachten ganz schnell die Zahlenbereich-Erweiterungen, die Sie in Analysis
besprochen haben und jedes Mal nennen wir einen Grund, wieso wir diese bestimmte

Erweiterung brauchen koénnen.
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e Von N nach Z: Weil wir z 4+ 5 = 3 16sen wollen.

e Von Z nach Q: Weil wir 2z 4+ 3 = 0 16sen wollen.
e Von Q nach R: Weil wir 22 — 2 = 0 16sen wollen.
e Von R nach C: Weil wir 22 + 1 = 0 16sen wollen.

Der Leser sollte sich fragen: Wohin jetzt? Eigentlich gibt es viele Antworten!®. Im
Bezug auf Polynome sind wir allerdings schon am Ziel! Dies ist der Inhalt des folgenden
viel zelebrierten Satzes.

Theorem 1.4.18 (Fundamentalsatz der Algebra). Sei P € C[xz] mit deg(P) > 0. Dann
ezistiert A € C mit P(\) = 0.

Mittels Korollar 1.4.15 folgt:

Korollar 1.4.19. Sei P € Clz] mit deg(P) = n > 0 und Leitkoeffizient a € C. Dann

existieren Ay, ..., A\, € C paarweise verschieden, so dass

P=a(z—M\)"-... (=) =a]J(x—N\)" (1.16)

i=1
und ly + ...+ 1, =S5 I, =n gilt.

Beweis-Idee. Solche Aussagen beweist man mit Induktion tiber deg(P). Der Indukti-
onsschritt ist dank Theorem 1.4.18 machbar. Hier ist kurz die Idee: Theorem 1.4.18
impliziert fiir deg(P) > 0, dass es ein A € C gibt mit P(\) = 0. Letzteres impliziert

wiederum, dass (z — A) ein Teiler ist von P, also kénnen wir P = ( — \)P schreiben

mit deg(P) = n — 1. (Versuchen Sie einen schénen Induktions-Beweis zu schreiben,
Forum-Wieso.) O

Dies bedeutet, dass wir keine weiteren Erweiterungen von Zahlen mehr brauchen,
falls wir Polynom-Gleichungen 16sen mochten: Alle Losungen sind schon in C. Aus-

driicke wie in (1.16) nennt man eine Zerlegung von P in lineare Faktoren.

Reelle Polynome

In R ist die Sache etwas komplizierter: Es gibt Polynome P € R[z] mit deg(P) > 1,
die keine Nullstellen iiber R haben, das heisst es gibt kein A € R mit P(\) = 0.
Zum Beispiel ist P = 2241 ein solches Polynom. Schlechter kann es jedoch eigentlich

nicht werden, wie wir jetzt erklaren.

BEine Antwort sind die Quaternionen.
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Lemma 1.4.20. Sei p € R[x] C C[z] und A € C eine Nullstelle von P. Dann ist \
auch eine Nullstelle von P. (Hier steht X fiir die kompleze Konjugierte von \.)

Beweis. Sei P(x) = a,a™ + ...+ a1 + ap. Laut Annahme gilt
PA\) =a,\"+ ...+ a1 A+ ap=0. (1.17)

Erinnern Sie sich an die Eigenschaften der komplexen Konjugation aus der Analysis:
Fir alle a, 5 € C gilt:

ﬂ: 'B?
_|_

a
Th=a

Q

B’

°
Q

e o = « genau dann, wenn o € R.

Wir konjugieren Gleichung (1.17) und benutzen obige Eigenschaften, so dass wir

P(A) = an A"+ ...+ @A+ g = GuA" + ...+ TGN+ Tg
_l’_

Also ist P(A\) = 0, was wir zeigen wollten. O

Folgendes Lemma ist eine stiarkere Version von Lemma 1.4.20.

Lemma 1.4.21. Sei A € C\R und gy := (z—\)(x—\). Dann gilt g, € R[x], deg(q)) = 2
und gy hat keine reelle Nullstelle.

Beweis. Wir 10sen die Klammer auf

o= (=N (z—A) =22 — (A + Nz + I\

Dad+A=A+A=A+AundA-A=A-A=X-\= M- gilt, folgt gy € Rz]. Aus
der Definition von g, folgt, dass deg(qy) = 2. Fiir die letzte Aussage beachten Sie, dass
A und )\ zwei Nullstellen von gy sind, die nicht in R sind. (Dies gilt, weil A € C \ R
impliziert A € C\ R. Wieso gilt die Implikation?) Aus Korollar 1.4.19 folgt nun, dass g\

keine anderen Nullstellen haben kann, also insbesondere auch keine reelle Nullstelle. []
Jetzt konnen wir eine stéarkere Version von Lemma 1.4.20 beweisen:

Lemma 1.4.22. Sei P € R[z] und A € C\ R. Dann ist u(P | \) = u(P | )).
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Beweis. Wir beweisen das Lemma per Induktion iiber pu(P | A).
Falls (P | ) = 0, dann folgt u(P | A) = 0 aus Lemma 1.4.20. (Wieso? \ = j)
Wir nehmen jetzt an, dass (P | \) = n genau dann, wenn (P | K) = n fiir alle
P e R[z] mit Nullstelle A € C\ R und u(P | A) = n + 1. Per Definition von pu(P | )

ist P(A) = 0 und nach Lemma 1.4.20 gilt auch P(A) = 0. Nach Korollar 1.4.15 sind
(z — A\) und (x — X\) Teiler von P. Da A € C\ R ist, gilt A # X und daher ist

¢ = (z = A)(z = A) € Rlz]

ein Teiler von P. Also konnen wir P = ¢, P’ fiir ein P’ € R[z| schreiben und per
Definition der Vielfachheit folgt

WPIA)=p(P | A)+1 und pu(P|X) =pP |N)+1. (1.18)

Laut Annahme ist p(P | A) = n+1 und daher ist g(P’ | A) = n. Die Induktionsannahme
impliziert dann p(P' | X) = n. Aus (1.18) folgt dann u(P | A\) = n + 1, was wir zeigen
wollten. O

Korollar 1.4.23. Fir jedes P € R|x] existieren k,l € NU{0} und ny,...,mx € R und
A, N €C\R, so dass {n1,..., Mk, ALy Ay AL, - .., N} oalle Nullstellen von P sind
und deg(P) = k + 2l.

In anderen Worten sagt Korollar 1.4.23, dass die Nullstellen, die nicht reell sind in

Paaren A und )\ vorkommen.

Korollar 1.4.24. Sei P € R[z| mit Leitkoeffizient a € R und k,l € NU{0}, n1,...,m% €
R, A1,..., N € C\ R wie in Korollar 1.4.23. Dann gilt

k 1
Pl@)=a(@=m)-..-(x=m) ar o = [ [ =m) [[ o
i=1

=1

und dieses Produkt kann man nicht weiter in R[z| zerlegen.
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Changelog: Kapitel 1

e 19.02: Nummerierungen wurden gedndert.
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Vektorraume

Wir besprechen endlich die Hauptobjekte der linearen Algebra, Vektorrdume. In
unserer Fibonacci-Einfiihrung haben wir schon die grobe Definition von Vektorrdumen
gesehen: Mengen mit einer gewissen Addition und Skalarmultiplikation. Seither sind
wir schon viel besser ausgeriistet mit der Sprache der abstrakten Mathematik. Daher

definieren wir:

Definition 2.0.1. Ein Vektorraum iiber einem Korper K ist eine Menge (V) 4+, -) mit

zwei Verkniipfungen

+:V XV =V, (v1,02) = vy + 09
K xV =V (a,v) —a-v=av,

so dass folgende Axiome gelten:

(V1) Yuy,v9,u3 € V i vg + (vg +v3) = (v1 + v2) + v

(V2) 30=0y e VVoeV:0+v=0w

(V3) Voe VI eV:iv+d =0

(V4) Vv, 09 €V 101 + vy = 09 + 13

(V5) Va,be K,veV:a-(b-v)=(a-b)-v

(V6) YveV:l-v=uv

(V7)) Va € K,vj,v5 € V:ia-(vy+v) =a-vi+a- vy

(V8) Vaj,ao € K,v eV :i(ag+az) - v=a;-v+ay-v

Wie Sie sehen konnen, benutzt Definition 2.0.1 nicht direkt das Konzept einer Grup-
pe. Wir bemerken lediglich: Die Axiome (V1) bis (V3) implizieren, dass (V,0,+) eine
Gruppe ist und (V4) sagt, dass V' eine abelsche Gruppe ist. Das Axiom (V5) beschreibt
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die Kompatibilitit der Skalarmultiplikation mit der Multiplikation im Koérper! K, in
(V6) ist 1 die multiplikative Identitdt im Korper K und die Axiome (V7) und (V8)
beschreiben schlussendlich Distributivitatsregeln.

Die Elemente eines Vektorraums V' iiber einem Koérper K nennen wir Vektoren und
die Elemente des Korpers K heissen Skalare. Ein Vektorraum iiber R (bzw. tiber C)
heisst ein reeller (bzw. ein komplexer) Vektorraum. Genau wie bei Kérpern kénnen wir

gewisse ,,Arithmetik-Regeln“ aus den Axiomen herleiten.
Lemma 2.0.2. Sei V' ein Vektorraum idiber einem Kérper K. Dann gilt:

(a) Der Nullvektor in (V2) ist eindeutig und wird mit Oy bezeichnet, wenn Verwechs-
lungsgefahr besteht.

(b) Die additive Inverse in (V3) ist eindeutig und wird mit —v bezeichnet. Damit be-
deutet w — v :=w + (—v) firw e V.

(¢) Fiirallev eV gilt 0-v =0 (oder praziser: O - v = 0y ).

(d) Fiir alle a € K gilt a-0 =0 (oder priziser: a -0y = Oy ).

(e) Fir allev eV gilt —1-v = —v.

(f) Fiir allev eV gilt —(—v) = v.

(9) Fir alle a € K,v € V mit av =0 folgt, dass a =0 oder v = 0.
(h) Assoziativitdt gilt auch fir die Summe von n Elementen.

Beweis. Wir lassen fast alle Teile des Lemmas als Ubungen, da wir #hnliche Beweise
schon mit Korpern gemacht haben. Bemerken Sie, dass (a), (b) und (f) direkt aus
Tatsachen iiber Gruppen folgen, die wir schon bewiesen haben. (Wieso?) Zum Spass
beweisen wir (c¢): Sei v € V, dann gilt

(V8)

0-v=(04+0)-v 0O-v+0-v. (2.1)

Wir addieren —0 - v auf beide Seiten und erhalten
(V3) (V1)&(V3)

0="0-v+(-0-v)=0-v4+0-v)+(=0-v) = "0-v+0=0-wv.

Vergleichen Sie dies mit dem Beweis von Lemma 1.3.4.

n (V5) ist (a - b) die Multiplikation im Kérper und (b - v) bzw. a - (b - v) ist die Verkniipfung
- K xV — V in Definition 2.0.1!
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Fiir (g) brauchen wir eine neue Idee: Sei @ € K und v € V. Wir nehmen an, dass
a# 0 und av = 0. Da K ein Kérper ist, gibt es a™! € K und

*

v(;)l-v:(a_la)-v(:)a_l(av) —a ' 090
(Erkléren Sie fiir sich selbst, welche Axiome jeweils in (*) benutzt wurden und wie
die ,Aussagen-Logik* in diesem Beweis funktioniert!) Fiir (h) bemerken wir, dass man

diese Aussage mit Induktion beweisen kann, wobei man (V1) fiir den Induktionsschritt

verwendet. O

Wir geben jetzt (nur) ein Beispiel, welches sowohl einfach als auch zentral ist?.
Danach definieren wir Untervektorraume und geben viele Beispiele von Vektorrdumen

und ihren Untervektorraumen.

Beispiel 2.0.3 (Der Koordinatenraum K™). Sei K ein Koérper und n € N. Als eine
ziemlich direkte Verallgemeinerung der René Descartes Ideen definieren wir den Koor-

dinatenraum (iiber K') durch
K" ={(a1,...,a,) | a; € K,1 <i<n}

Die Addition auf K™ ist durch komponentenweise Addition definiert: Fiir v = (ay, ..., a,)
und w = (by,...,b,) € K" definieren wir

v+w=(ay,...,a,) + (b1,...,b,) = (a1 +b1,...,an + by). (2.2)

Hier ist die Addition auf der linken Seite die Addition in K™, die wir gerade definieren
und die Addition auf der rechten Seite ist die Addition in K. In anderen Worten kann

man (2.2) auch so schreiben:
Vtgnw = (a,...,a,) +xn (br,...,by) = (a1 +x b1,..., 0, +x by).

Wir benutzen aber die Schreibweise (2.2) , um den Leser zu zwingen sich immer wieder
zu fragen, was genau was bedeutet. Skalarmultiplikation ist ebenfalls komponentenweise
definiert: Fiir a € K ist

a-v=a-(ay,...,a,) = (aay,...,aa,).

Mit diesen Definitionen folgen alle Axiome der Vektorraumstruktur auf K™ aus den
entsprechenden Axiomen der Korperstruktur auf K. (Verifizieren Sie einige/alle! Bei-
spielsweise ist 0 := (0,...,0) € K™ der Nullvektor?.)

2Spiter werden Sie wohl iiberrascht sein, wie zentral dieses Beispiel ist!
3Auch hier kénnte man Ox» = (Of,...,0x) schreiben, aber dann miissten die Leser gar nicht
denken, oder?
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Bemerkung 2.0.4. Streng genommen sind die folgenden Vektorrdume nicht gleich

I
ngil = {(xb s ,l’n) | x; € K} und Kgpal = | r; € K ,

Tn

obwohl wir bei beiden meistens an K™ denken. Wenn der Unterschied nicht wichtig ist,
schreiben wir einfach K™ und benutzen die Notation von K7, da sie angenehmer ist
zum Schreiben. Manchmal ist dieser Unterschied fiir uns aber dennoch wichtig. Zum
Beispiel miissen wir spéter bei K™ an K, denken, wenn wir das Produkt von Matrizen

definieren.

Der Koordinatenraum heisst auch der n-dimensionale Koordinatenraum tber K. Der
Leser konnte schon jetzt zustimmen, dass K™ n Dimensionen hat. Was genau damit
gemeint ist, miissen wir noch erkldren, da wir die Dimension eines Vektorraums noch
nicht definiert haben. Die Uberraschung wird sein, dass K in einem gewissen Sinn der
einzige Vektorraum iiber K mit Dimension n ist! Préziser gesagt, jeder andere Vek-
torraum iiber K mit Dimension n ist isomorph zu K". Um dort jedoch anzugelangen,

miussen wir mit der Plauderei aufhoren und weiterreisen. . .

Definition 2.0.5. Sei V ein Vektorraum iiber K. Eine Teilmenge W C V heisst ein

Untervektorraum von V| falls das Folgende gilt:
(UVR1) W ist nicht leer.
(UVR2) Fiir alle wy,wy € W ist wy + we € W.
(UVR3) Fiir alle a € K,w € W ist aw € W.

Ubung 2.0.6. (a) Sei 0 € V' der Nullvektor und (UVR1’) die Aussage 0 € W. Zeigen
Sie, dass ((UVR1’) und (UVR2) und (UVR3)) dquivalent ist zu ((UVR1) und
(UVR2) und (UVR3)). In Aussagenlogik:

(UVRY’) A (UVR2) A (UVR3) <= (UVR1) A (UVR2) A (UVR3).
(b) Zeigen Sie, dass die Aussage
Vai,as € K Ywy,wy € W 1 aqwy + aswy € W

aquivalent ist zu

(UVR2) A (UVRS).

Lemma 2.0.7. Sei V' ein Vektorraum tber K und W C V ein Untervektorraum. Dann
ist W auch ein Vektorraum tiber K mit der induzierten Addition und Skalarmultiplika-
tion von V.
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Beweis. Der Beweis besteht aus der direkten Verifizierung aller Axiome mittels

(UVR1), (UVR2) und (UVR3) und der Benutzung von W C V. Beweisen wir zum
Beispiel das Axiom (V2) fiir W: Aus Ubung 2.0.6 folgt, dass 0y € W. Wir behaupten,
dass 0y auch der Nullvektor von W ist: Sei w € W. Da W C V ist, gilt Oy +w = w
(aus (V2) fiir V). Dies zeigt (V2) fiir W. Wir iiberlassen die anderen Axiome dem Leser

zum Uberpriifen. O

Bemerkung 2.0.8. Lemma 2.0.7 ist eigentlich dquivalent zu der Definition 2.0.5. Préziser
gesagt: Man konnte umgekehrt einen Untervektorraum folgendermassen definieren: Eine
Teilmenge W C V eines Vektorraums V heisst ein Unterverktorraum, wenn W ein
Vektorraum mit der induziereten Addition und Skalarmultiplikation aus V' ist. Dann
konnte man beweisen, dass dies (UVRI1)-(UVR3) impliziert. Zusammen mit Lemma

2.0.7 zeigt dies die Aquivalenz der beiden Definitionen.

2.1 Ein Haufen Beispiele und ein bisschen Theorie

In diesem Unterkapitel geben wir einen Haufen Beispielen und ein kleines Theorie-

Intermezzo.

Triviale Beispiele

Triviale Beispiele sind eine sehr wichtige Art von Beispielen! Diese kénnen helfen

das , Kleingedruckte* einer Definition zu verstehen.

Beispiel 2.1.1. Sei V' ein Vektorraum. Dann sind {0y} und V' selbst Untervektorriu-

me.

Bemerkung 2.1.2. Sie haben diese Woche interessante Multiple Choice Fragen im Zu-
sammenhang mit diesem Beispiel: Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr

oder falsch sind.
e Jeder Vektorraum hat zwei verschiedene Untervektorraume.
e Jeder Korper hat zwei verschiedene Elemente.
e Jeder Vektorraum hat zwei verschiedene Elemente.

Bitte bearbeiten Sie auch die Multiple Choice Serie!

Untervektorraume von K"

Beispiel 2.1.3. Sei b € K. Die Menge

Up = {(w1,29,23) | 11 — 22 + 23 = b} C K3
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ist ein Untervektorraum von K? genau dann, wenn b = 0. Wir zeigen nur , = mit

Kontraposition: Falls b # 0 und (1, x2, x3), (y1,y2,y3) € Uy, dann ist

(217227 23) = (xlax%xi’)) + (ylay27y3)

nicht in Uy, da
Zl—Zg—l-Zg:b—i—b#b.

(Beachten Sie: Die letzte Ungleichung gilt in jedem Korper K. Wieso?)

Theorie-Intermezzo

Wir méchten das letzte Beispiel verallgemeinern und dabei ein grundlegendes Bei-
spiel fiir Untervektorrdume von K" besprechen. Wir wiederholen die Definition einer

Matrix iiber einem allgemeinen Koérper K:

Definition 2.1.4. Sei K ein Korper und seien m,n € N. Eine m x n Matrix

A= (aij)lgigm

1<j<n
iiber K ist eine rechteckige Anordnung von Elementen in K mit m Zeilen und n Spalten.
Die Skalare a;; heissen die Eintrdge der Matrix A. Wir schreiben M,, ., (K) fiir die

Menge aller m x n Matrizen iiber K.

Spiter auf Seite 54 und in der Ubungsstunde werden wir sehen, dass M,,,,(K) auch
ein wichtiger Vektorraum ist.
Im Moment mochten wir aber nur eine Multiplikation zwischen m x n Matrizen und

Vektoren (geschrieben als Spaltenvektoren) in

T
Kpa = e K
Tn
T
definieren. Sei A = (a;;)ij € Mpmxn(K)undv=| ! | € Kgpal.‘l Wir definieren
T

a;1xry+ ...+ a,x,

911 + ...+ Gopy

Tn
Am1T1 + ...+ Gy,

4Zur Vereinfachung der Notation schreiben wir oft A = (a;;);; statt A = (a;j)1<i<m.
1<j<n
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Bemerken Sie, dass Av € Kg . Man zeigt mit der Definition in (2.3), dass fiir alle
v,w € Kg,, und fir alle a € K Folgendes gilt:

Alv+w)=Av+ Aw und A(av) = aA(v). (2.4)

Definition 2.1.5. Seien A € M,,x,(K),z € K"(= Kg,,;) und b € K™(= Kg,,). Eine

Gleichung der Form Az = b heisst ein lineares Gleichungssystem iiber K.

Bemerkung 2.1.6. Ein solches lineares Gleichungssystem kénnen Sie mittels Gauss-
Elimination iiber K lésen, genau wie Sie dies in der Serie und in der Ubungsstunde

gemacht haben.
Jetzt sind wir bereit, eine Verallgemeinerung von Beispiel 2.1.3 zu geben.

Beispiel 2.1.7 (Losungen von linearen Gleichungssystemen). Sei A € M,,«,(K) und
be K™(= Kg,,). Dann ist

L=1Lsy={xe€K"| Az =b} C K"

ein Untervektorraum genau dann, wenn b =0 € K.
Beweis. ,<=": Sei b =0 = 0gm. Wir iiberpriifen die Axiome eines Untervektorraums:
® 0 = OKn € L, da AOKn - OKm

e Seien vy,v9 € L und ay,as € K. Laut (2.4) gilt, dass A(ajv; + asvy) = a1 Avy +

CLQAUQ = (IloKm + GQOKm = OKm.

Daher ist L ein Untervektorraum. Fiir ,,= ist der Beweis sehr dhnlich zu dem Beweis
in Beispiel 2.1.3. Merken Sie sich lediglich, dass in K™ auch gilt, dass 0 #£ b € K™ die
Ungleichung b + b # b impliziert. (Wieso?) O

Dieses Beispiel ist wirklich grundlegend: Wir werden bald zeigen, dass jeder Unter-
vektorraum von K™ die Form L, fiir gewisse A und b hat. Dies ist auch der Grund
dafiir, dass man durch Gauss-Elimination die ganze lineare Algebra auf K™ erhalten

kann. Dies allein wére aber nicht sehr schon. . .

Bemerkung 2.1.8. Wir werden spater noch sehen, dass L4; auch viel Struktur hat,
wenn b # 0. (Hinweis: Es gilt Lay, = s+ Laog = {s+v | v € Lay} fiir irgendein

s € L. Daher ist L,y ein verschobener Untervektorraum.)
Hier ist ein einfaches Beispiel, das wir spater nochmals betrachten:
Beispiel 2.1.9. Die Menge W = {(z1,...,2¢) | @1+ ... + 26 = 0} C K5 ist ein
Untervektorraum.
Beweis. Es gilt W = Lo fir A=(11---1) € M 4(K). O
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Folgenraume

In diesem (Unter-)Kapitel stellen wir einen Zusammenhang zu unserer Fibonacci-

Einfiihrung her. Sei K ein Korper. Wir definieren den Folgenraum K durch
K*®={(a), |a; € K,i=1,2,...}.

Wie in der Einfithrung definieren wir die Addition und Skalarmultiplikation folgender-

massen:

(CLl,CLQ, .. ) + (bl, bg, .. ) = (Cll —+ bl,CLQ + bg, o .), (25)

a-(ay,asg,...) = (aay,aay,...). (2.6)

Behauptung: K> mit der Addition und Skalarmultiplikation in (2.5) ist ein Vektorraum.

Ubung 2.1.10. Uberpriifen Sie diese Behauptung, bis sie fiir Sie so offensichtlich wird

wie die Tatsache, dass K™ ein Vektorraum ist.

Bemerkung 2.1.11. Hier indizieren wir die Folgen mit den natiirlichen Zahlen N, so dass
die Folgen in K also beim Index 1 starten. Wir kénnten natiirlich auch die Indizes aus
NU{0} wahlen wie in der Einfithrung oder allgemeiner konnten wir bei einer beliebigen
Zahl in 7Z starten.

Eine dhnliche, aber andere Konstruktion, sind zweiseitige Folgen: Sei

K ={(a))iez | @i € K, i €Z}
={(a)2_w lw € K, icZ}
= {(“'7a—17a07a17'--) | a; S K}

Dies ist auch ein Vektorraum.

Untervektorraume von Folgenrdumen

Zuerst, um auf unsere Einfiihrung zuriick zu kommen, betrachten wir Fib:

Beispiel 2.1.12. Sei Fib = {(4;)2; | an = ap—1 + an_o fiir alle n > 3}. Dann ist
Fib ein Untervektorraum von K°°. Allgemeiner gibt uns jede lineare Rekursions-Regel

einen Untervektorraum. Zum Beispiel, seien o, f € K zwei fixierte Zahlen. Dann ist
Uap = {(a;)2, | an = aap—1 + Ba,_o fiir alle n > 3}

ein Untervektorraum von K°°. Den Beweis davon haben wir eigentlich schon in der

Einfiihrung gesehen!
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Ubung 2.1.13. Ist W = {(a;), | a, = a?_, fiir alle n > 2} € K> ein Untervektor-

raum? (Hinweis: Die Antwort héngt von etwas ab! (Siche Forum-Wieso))

Beispiel 2.1.14. Fiir jedes n € N definieren wir
Wy ={(a;):2, | a; =0 fur alle t > n} C K.

Es gilt W,, € W,,, genau dann, wenn n < m. Wir definieren W, := | W,.

n>1

Ubung 2.1.15. Beweisen Sie, dass Wa, = {(a;)2, | IM € NVi > M : a; = 0} ist,
und dass W, ein Untervektorraum ist. Der Raum W, heisst Raum der Folgen mit

endlichem Triger®.

Wir verallgemeinern diese Familie von Beispielen weiter.

Funktions-Raume

Wie immer sei K ein Korper, und sei S eine nicht leere Menge. Wir definieren
K% ={f:S — K| f ist eine Funktion}.

Eine andere Notation ist also K = Abb(S, K). Wir méchten eine Addition und Ska-
larmultiplikation auf K definieren, um K* mit einer Vektorraumstruktur zu versehen.
Dazu kann man die Addition und Multiplikation auf K benutzen: Wir definieren fir
f,g € K°und a € K:

(f +xs 9)(@) = [(2) +x 9(),

2.7
(a ks [)(@) = a-x f(2). =0

In anderen Worten ist f 4 g die Funktion

f+g:S— K
x> f(z) + g(x)

und in dhnlicher Weise ist a - f die Funktion

a-f:5—>K

x—a- f(z).

Bemerkung 2.1.16. Wir waren nett zu den Lesern und haben in (2.7) geschrieben, um

welche Addition und Multiplikation es sich jeweils handelt. Auch die zweite Erklarung

5 Endlicher Trager* bezieht sich auf die Tatsache, dass jeweils nur endlich viele Komponenten jedes
Elements von W, ungleich Null sind.
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fiir die Definition in (2.7) war ein ,Gefallen von unserer Seite. Immer alles genau zu
erkliren ist ein Bérendienst (und auch miihsam...). Deshalb und da die Leser eine
gewisse Unabhéangigkeit und Fahigkeit zur , Kompilierung® eines mathematischen Texts

entwickeln miissen, werden wir dies von jetzt an normalerweise vermeiden.

Nun kénnen die Leser also iiberpriifen, dass K ein Vektorraum ist. (Der Beweis ist
dghnlich zu dem Beweis zu K" und folgt im Grossen und Ganzen aus den Eigenschaften
des Korpers K.)

Beispiel 2.1.17. Sei sq € S. Dann ist

{f € K% f(s0) = 0}

ein Untervektorraum von K. Seien k € N, s1,...,s, € S und ay,...,a; € K. Dann

ist auch .
{f €KY aif(si) = o}
=1

ein Untervektorraum. In dhnlicher Weise (aber doch auf eine etwas andere Art) be-

trachten wir

Ann(S") = {f € K% | f(s) =0 fiir alle s € S’}

fir S’ C S. Dann ist Ann(S’) ein Untervektorraum. Darf S” = () sein? Wenn ja, was ist
Ann(0)? Was ist Ann(S)?

Um weiter zu spielen, kénnten wir definieren:
W = {f € K%| f(s) = 0 fiir alle ausser endliche viele s € S}.

Ist W ein Untervektorraum von K°? Alle diese Fragen sind in einem ,.Forum-Wieso"“.

Beispiel 2.1.18. Wenn S nicht nur irgendeine Menge ist, sondern noch eine andere
Struktur hat, dann konnen wir oft Untervektorrdume von K*° mittels dieser Struktur
definieren. Zum Beispiel sei S = [0, 1] das Intervall {x € R |0 <z < 1}. Dann ist

{f | f stetig auf [0,1]} € KOV

6 [0,1]

ein Untervektorraum® von K4,

Bemerkung 2.1.19. Fiir S = {1,...,n} ist K sehr &hnlich zu K", fiir S = N ist K°
sehr #hnlich zu K und fiir S = Z ist K* sehr dhnlich zu K*_. Um ,sehr dhnlich®
préazise auszudriicken, brauchen wir einige Begriffe, die wir spéter definieren. In der
Zwischenzeit konnen sich die fleissigen Leser selbst iiberzeugen, dass es zwischen den

erwahnten Mengen oben eine Bijektion gibt.

6Stetigkeit werden Sie in der Analysis in ein paar Wochen behandeln.
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Beispiel 2.1.20 (Ein Beispiel aus der Analysis). Sei K = R. Die Losungen einer
sogenannten (homogenen) linearen Differentialgleichung bilden einen Untervektorraum

von RE. Zum Beispiel ist

{f R=>R|f=f}
ein Untervektorraum von RE. Mit f/ = f ist insbesondere implizit gemeint, dass die
Ableitung von f existiert.”

Polynomraume

Sei K ein Korper. Auf K[z] haben wir die Addition schon in Bemerkung 1.4.6
definiert. Wir definieren jetzt die Skalarmultiplikation auf K[z]. Seien a € K und

f=ay+ax+ ...+ a2" € K[z|, dann definieren wir
a-f=a-(ag+a1x+...+aya") = aag + aqyx + ... + aa,z".

Mit dieser Addition und Skalarmultiplikation ist K[z] ein Untervektorraum (von K%).

Beispiel 2.1.21. Sei h € NU {0, —oc}. Dann ist
Klaly = {p € Klz] | deg(p) < h}

ein Untervektorraum sowohl von K[x] als auch von KX. Ist {p € Klx] | deg(p) = h}

auch ein Untervektorraum?

Beispiel 2.1.22. Die Menge {p € K[z]5 | p=ao+ ...+ asz® mit Z?:o a; = 0} ist ein

Untervektorraum von Kx]s.

Sehen Sie eine Ahnlichkeit zwischen Beispiel 2.1.9 und Beispiel 2.1.227

Matrizenraume

In M,,x»(K) kann man eine Addition und Skalarmultiplikation definieren, um eine
Vektorraumstruktur zu erhalten. Wie das genau geht und Beispiele von Untervektor-

rdumen zu diesem Vektorraum besprechen Sie in der Ubungsstunde!

Die Potenzmenge als Vektorraum

Bevor wir die Theorie weiterentwickeln, besprechen wir ein Beispiel, bei dem die

Vektorraumstruktur nicht ganz so offensichtlich ist.

Beispiel 2.1.23. Sei X eine Menge. Wir mochten eine Vektorraumstruktur iiber Fy

auf der Potenzmenge P(X) definieren. Nehmen Sie sich einige Minuten Zeit, um sich zu

"Im Beispiel bezeichnet f’ die Ableitung von f, mehr dazu werden Sie spiiter in der Analysis sehen.
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iberlegen, was die Addition sein kénnte. Dann iiberlegen Sie sich, was der Nullvektor
ist. Wenn Sie dann wissen, was der Nullvektor ist, dann wissen Sie, wie die Skalarmul-
tiplikation definiert sein muss: Laut den Axiomen eines Vektorraums und Lemma 2.0.2

gilt in jedem Vektorraum V'
l-v=v und 0-v=0

fiir alle v € V. Aber Fy enthélt nur 0 und 1! Zur Addition: Es gibt eine interessante

symmetrische Operation auf P(X), ndmlich die symmetrische Differenz:
Fir A, B € P(X) sei
AAB = (AUB)\ (AN B).

P Q

Figur 2.1: Die symmetrische Differenz PAQ.
Mann kann zeigen, dass fiir alle A, B,C' € P(X) Folgendes gilt
AAB = BAA und (AAB)AC = AA(BAC).

Wenn wir A als Addition auf P(X) nehmen, was wére dann der Nullvektor? Wir suchen
S C X mit AAS = A fiir alle A € P(X). Eine kurze Uberlegung fiihrt uns dazu, dass

AND = A.

fir alle A € P(X) gilt. Also, wenn (P(X), A\, ") einen Vektorraum iiber F, = {0,1}

bilden soll, dann muss gelten
0-A=0 und 1-A=A.

Ubung 2.1.24. Zeigen Sie, dass (P(X), +, ) ein Vektorraum iiber Fy ist.

Bemerkung 2.1.25. Wir empfehlen diese Ubung mit allen Details zu l6sen - siehe Serie
6!
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2.2 Zuruck zur Theorie

Nun da wir so viele Beispiele von Vektorraumen gesehen haben, ist es hochste Zeit
zuriick zur Theorie zu kehren. Jetzt miissen Sie ihren ,Computer-Compiler immer
benutzen: Wenn wir einen neuen Begriff definieren, wahlen Sie eines der vorherigen
Beispiele und iiberpriifen Sie mittels ihrem ,Computer-Compiler, ob der neue Begriff

auf ihr gewédhltes Beispiel zutrifft. Wir werden definieren:

e Der Span® einer Menge S C V, wobei V ein Vektorraum ist;

Linearkombinationen;

e lineare Unabhéngigkeit (und daher auch lineare Abhéngigkeit);

Basen und Dimensionen;

e Summen und (innere) direkte Summen.

2.2.1 Span und Linearkombinationen

In diesem Unterkapitel bezeichnet K immer einen Korper und V' einen Vektorraum
tiber K. Sei S C V eine Teilmenge (die nicht unbedingt ein Untervektorraum ist). Wir

kénnen uns zwei Fragen stellen:
1. Welches ist der kleinste Untervektorraum von V', der S enthalt?

2. Was bekommen wir, wenn wir die Menge aller Elemente betrachten, die wir mittels

Addition und Skalarmultiplikation von Elementen aus S erreichen kénnen?

Die erste Frage konnen wir mit diesem einfachen, aber wichtigen, Lemma beantwor-

ten:

Lemma 2.2.1. Sei V' ein Vektorraum dber K, I eine Indexmenge und (W;);er eine

Familie von Untervektorraumen. Dann ist

W =W

icl
ein Untervektorraum.
Beweis. Sei W wie im Lemma. Dann gilt:

e Der Nullvektor 0 liegt in W, da 0 € W; fiir alle 7 € I.

8Dieser Begriff kommt urspriinglich aus dem Englischen. Im Deutschen kann man auch Erzeugnis
sagen. Wir werden jedoch in der Regel den englischen Begriff verwenden.
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e Seien ay,as € K und vy, v, € W. Dann sind vy, vy € W, fiir alle 2 € I per Definition
von W. Da W; ein Untervektorraum ist fiir alle ¢ € I, ist ayv; + asvy € W;. Daher
ist ajv1 + agvg € W.

Dies zeigt, dass W in der Tat ein Untervektorraum von V ist. ]

Definition 2.2.2 (Erste Definition des Spans). Sei S C V. Wir definieren den Span
(auch Spann, oder lineare Hiille genannt) Sp(S) von S durch

Sp(8):= (W,

WeN

wobei N = {W | S C W, W ein Untervektorraum von V'}.
Eine direkte Folgerung ist:

Lemma 2.2.3. Sei S C V eine Teilmenge. Dann ist Sp(S) der kleinste Untervektor-

raum, der S enthdlt. Das heisst, es gilt:

(1) Sp(S) ist ein Untervektorraum.

(2) Wenn S CW fir W CV ein Untervektorraum, dann ist Sp(S) C W.
Beweis. (1) Dies folgt aus Lemma 2.2.1.

(2) Dies folgt aus der Definition von Sp(S) als Durchschnitt aller Untervektorrdume,
die S enthalten.

Dies beweist das Lemma. O

Das ist schon und gut, gibt uns aber keine ,konkrete* Beschreibung von Sp(S). Zu

diesem Zweck definieren wir:
Definition 2.2.4. Sei n € N und seien ay,...,a, € K und vq,...,v, € V. Ein Vektor
v € V der Form

n
V=a1V1 + ...+ ayv, = E a;v;
i=1

heisst eine Linearkombination von vy, ..., v, (iber K ). Die Skalare ay,...,a, heissen

die Koeffizienten der Linearkombination.

Bemerkung 2.2.5 (Wichtige Bemerkung). Am Anfang von Definition 2.2.4 steht n € N.
Das heisst bei einer Linearkombination kommen (nur) endlich viele Elemente in der

Summe vor!?

9Nachdem Sie mehr Analysis gelernt haben, kénnte man auch Linearkombinationen von unendlich
vielen Elementen betrachten, siehe zum Beispiel Fourierreihen.
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Lemma 2.2.6. Sei S C V eine (nicht leere) Teilmenge. Dann gilt

Sp(S) ={av1 + ...+ apv, | n€Na; € K,v; €S fiir alle 1 <i <n}

= {alle Linearkombinationen von Vektoren aus S}.

Bemerkung 2.2.7. Die Menge S kann unendlich sein. Nichtsdestotrotz benutzt jede

Linearkombination von S nur endlich viele Elemente von S.

Beweis von Lemma 2.2.6. Sei
é\ﬁ(S) ={av1 + ... +a,v, | n €Nja; € K,ju; € S fiir alle 1 <1i <n}.

Wir zeigen:
(a) §f)(5 ) ist ein Untervektorraum.

(b) Fiir jeden Untervektorraum W C V mit S C W gilt Sp(S) C W.

Daraus folgt Sp(S) = Sp(), was wir zeigen wollten. (Wieso?) Wir beweisen zuerst (a).
Seien v und w zwei Linearkombinationen von Vektoren aus S, das heisst, v, w € Sp(S)

und wir konnen dementsprechend schreiben
v=a1v1 + ... tav, und w=bw;+ ...+ byw,,

wobei n,m € N, a;,b; € K und v;,w; € Sfirallel <7 <mnund 1 < j < m. Seien
a, € K. Dann ist

av + fw = aavr + ... + aa,v, + Bbywr + ... + Bbw.,

auch eine Linearkombination von Vektoren aus S (mit m + n € N Vektoren aus ).
Daher ist av + fw € SB(S) fiir alle o, 8 € K. Ausserdem, da S # 0, sei v € S.1° Dann
ist Ok -v eine Linearkombination von Vektoren aus S und daher ist Ox -v = 0y € §f)(5 ).
Dies zeigt (a). Fiir Teil (b): Man zeigt mittels Induktion (unter Verwendung von UVR2
und UVR3 aus Definition 2.0.5)!!, dass fiir jeden Untervektorraum W Folgendes gilt:
Falls S C W ist, dann ist jede Linearkombination von Vektoren aus S in W enthalten.
Das heisst, dass Sp(S) C W. O

Zwischenzeit-Zusammenfassung : Wir haben oben eigentlich gezeigt, dass Sp(S) zwei

dquivalente Definitionen hat:

(1) Definition 2.2.2:

Sp(S) = ﬂ w,

WeN

10Siehe Bemerkung 2.2.12.
1 7um Beispiel ist UVR3 die Basis der Induktion.
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wobei N = {W | S C W, W ein Untervektorraum von V'}.
(2) Sp(S) = {alle Linearkombinationen von Vektoren in S}.
Sie konnen jetzt sowohl (1) als auch (2) als Definitionen des Spans Sp(.S) betrachten.

Bevor wir Beispiele besprechen, geben wir noch drei kurze Definitionen und eine

Bemerkung.

Definition 2.2.8 (Notation). Seien n € N und vy, ..., v, € V. Wir schreiben

Sp(v1, ..., v) = Sp({v1, ..., v }).
Ubung 2.2.9. Zeigen Sie:
e Sp(v) ={av|a € K}.
e Sp(v,w) ={av+ pw | o, € K}.
e Allgmeiner: Sp(vy,...,v,) ={aqvy ... + av, | a; € K fiir alle 1 <i < n}.

(Ist dies nicht einfach die Definition? Hier ist es schwieriger zu wissen, was genau man

zeigen soll als es zu zeigen.)

Definition 2.2.10. Wir sagen, dass V von S C V erzeugt wird, falls Sp(S) = V. In
diesem Fall sagt man auch, dass S erzeugend (fiir V') ist oder, dass S den Vektorraum
V aufspannt. Die Menge S nennt man dann ein Erzeugendensystem von V. Allgemeiner
benutzt man dieselbe Terminologie wenn Sp(S) = W und W C V ein Untervektorraum
ist: Zum Beispiel sagt man, dass S den Untervektorraum W erzeugt (oder S spannt W

auf etc.).!?

Definition 2.2.11. Ein Vektorraum V heisst endlich-dimensional, falls es S C V gibt,
so dass |S| < oo und Sp(S) = V.

Bemerkung 2.2.12. Wenn wir die Definition 2.2.2 von Sp(.5) benutzen, dann ist Sp(0)) =
{0y }. (Wieso?) Wenn wir Sp(f)) auch durch die Linearkombinations-Definition defi-
nieren wollen, kénnten wir sagen, dass die ,leere Summe* immer 0y ist. Das heisst,
dass >, .p2 := 0. Oder wir deklarieren einfach Sp()) = {Oy}. In jedem Fall definie-

ren/folgern wir jedoch, dass

Sp(@) = {0v}.

Dies macht einige Formulierungen spéter einfacher.

12 Auf Englisch wiirde man sagen: S spans W.
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2.2.2 Beispiele

Beispiel 2.2.13 (Geometrisches Intermezzo). Wir betrachten R?. Welche Untervek-
torrdume gibt es in R? und wie kénnen wir sie erzeugen? Zuerst einmal gibt es {Og2} =
{(0,0)}. Fiir diesen Untervektorraum gilt Sp(f)) = Sp(Og2) = {Opz2}.

Sei nun 0 # v = (a,b) € W C R? wobei W C R? ein Untervektorraum ist. Dann
wissen wir, dass Sp(v) = {av | @ € R} C W. Geometrisch heisst das: Sp(v) ist die
Gerade G, durch v und den Ursprung (0,0). Wir haben also gezeigt, dass v € W die

Inklusion GG, C W impliziert. Ausserdem sehen wir, dass
Sp(v) =Sp(w) <= G, =G, <= Ja#0:w=av
(Wieso?). Da Sp(v) immer ein Untervektorraum ist, zeigt dies auch, dass alle Geraden

{G, | 0 # v € R?*} Untervektorraume von R? sind.

Um die letzte Moglichkeit fiir einen Untervektorraum von R? zu finden, konnte man

jetzt Folgendes zeigen:

Ubung 2.2.14. Sei W ein Untervektorraum von R?, G, C W fiir v £ 0 und w € W
mit w ¢ G,. Dann gilt Sp(v, w) = R%

Es gilt zum Beispiel, dass Sp((1,0),(0,1)) = R% Also ist R? insbesondere endlich-
dimensional.

Zusammenfassung : R? hat folgende Untervektorrdume:
(1) {(0,0)};
(2) G, fiir 0 #v € R

(3) R2.

Oder geometrisch gesagt: (1) Der Ursprung der Ebene; (2) Alle Geraden in der Ebene;
(3) Die Ebene selbst.

Bemerkung 2.2.15. Dies gilt iiber jedem Korper K, aber wir ,verlieren” die geome-
trische Intuition. Ausserdem finden wir spéter eine dhnliche Beschreibung von allen

Untervektorrdumen von R” (oder K™).'3

Beispiel 2.2.16 (Gauss und lineare Vektoren). Zuerst ein Beispiel in Q*:
Seien v = (1,3),w = (7,73) € Q2. Dann ist (11, 137) eine Linearkombination von v und
w:

—3-(1,3)+2-(7,73) = (11, 137).

Aber wie konnten wir die Skalare —3 und 2 finden? Oder wie konnen wir bestimmen,
ob es solche Skalare iiberhaupt gibt? Mit Gauss!

13Vgl. Bemerkung 2.1.8.
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aixy - Q1p X1

Lemma 2.2.17. Sei A= : : € Mysn (K) und x = : e K",

Am1 = Qmn Tn
Wir definieren die Spaltenvektoren vy, ..., v, in K™ durch die Spalten von A:

A=\ vy vy Up,
| |
Dann gilt
| | | n
Av=x1-| vy | +ax2-| vo | +-4xpn-| v, :invi.
| | | =
Beweis. Mit Definition 2.3 ist dies nur eine kurze Rechnung. O]
Seien vy, ...,v, € K™ und w € K™. Wir wollen wissen, ob w eine Linearkombination
von vy, . .., v, ist. Anders gesagt, wollen wir entscheiden, ob w € Sp(vy, ..., v,) ist. Dazu
betrachten wir die Matrix
. |
A= U1 U2 Un, )
. |
deren Spalten die Vektoren vy, ..., v, sind. Jetzt betrachten wir das lineare Gleichungs-
system!
Az =w fiirz e K" (%)
Aus Lemma 2.2.17 folgt:
(%) hat eine Losung x = (z1,...,2,) <= Az =z101+ ... + 2,0, =W
< w € Sp(v1,...,Upn).

Mehr dazu in der Ubungsstunde.

Bemerkung 2.2.18. Eine ,,Baby-Version der linearen Algebra bespricht die Vektorrau-
me R™ und vor allem R? und R3. Man sollte diese einfachen Félle nicht unterschitzen
und versuchen, alle Begriffe am Anfang in diesen Vektorrdumen zu verstehen. So ent-
wickelt man ein geometrisches Verstandnis, welches auch in Vektorrdumen ,ohne Geo-
metrie” niitzlich ist. Spielen Sie mit Beispielen, um dieses geometrische Verstédndnis zu
entwickeln. Sie kénnen auch die schéne Video-Serie von 3BluelBrown anschauen. Im

jetzigen Zusammenhang ist besonders dieses Video relevant.

4 Anders gesagt, machen wir Gauss mit (A | w).
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Beispiel 2.2.19. Seien

-
S
S

Dann sind

v = (1,90,902,...) und w = (1,w,¢2,...)

Elemente von Fib aus dem Beispiel 2.1.12. (Wieso?) In der Einfiirung haben wir gezeigt,
dass Sp(v, w) = Fib. Daher ist Fib endlich-dimensional. Das heisst, dass man jede Folge
in Fib als Linearkombination von v und w schreiben kann. Im Sinne der Definition aus
der Einfiihrung heisst das, dass wir jedes Element von Fib gut kennen, da wir v und

w gut kennen!

Beispiel 2.2.20 (Standard-Basen). Es gibt gewisse ,Standard-Wege*, um die Vektor-
raume, die wir bisher besprochen haben, zu erzeugen. Hier hat das Wort Standard keine
prazise Bedeutung: man meint damit einfach, dass viele Leute diesen Weg benutzen,
um diese Vektorrdume zu erzeugen. Wir iiberlassen es dem Leser zu tiberpriifen, dass

die angegebenen Mengen tatséchlich Erzeugendensysteme sind:

(1) Seien e; = (1,0,...,0),e5 = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1) Vektoren in K".
Es gilt K™ = Sp(eq,...,en,).

(2) Fiir K[z, gilt K[z],, = Sp(2°, 2!, ..., 2™). Ausserdem gilt
Klz] =Sp(«°,2',...) :=Sp ({«' | i e NU{0}}) .

Die letzte Tatsache lédsst sich ebenfalls einfach tiberpriifen. Man muss sich lediglich

daran erinnern, dass eine Linearkombination immer nur endlich viele Summanden
hat!

(3) Seien m,n € N. Fir 1 <i<m,1 <j <nsei Ej = (an) € Myxn(R) die Matrix

mit

1, fallsk=idiund!l=j
QA = .
0, sonst

Dann gilt

Also ist zum Beispiel

s ((0) 0 0)-(0) 6 9)
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(4) Sei X eine Menge mit |X| = n. Dann gilt

P(X) = Sp({alle einelementigen Teilmengen von X }).

Bemerkung 2.2.21. Einige Autoren nennen die Basen in Beispiel 2.2.20 ,kanonisch*
(vgl. Fischer [7, 1.5.1]). Dies ist ein Missbrauch des Wortes kanonisch. Nichts ist kano-
nisch an diesen Basen. Wir werden mehr dazu sagen, wenn wir ein Beispiel angeben,
wo etwas wirklich kanonisch ist. Bitte vermeiden Sie es dieses Wort in Zusammenhang

mit den Basen aus Beispiel 2.2.20 zu verwenden.
Ubung 2.2.22. Nehmen Sie sich Zeit die Aussagen in Beispiel 2.2.20 zu iiberpriifen.

Ubung 2.2.23. (1) Seii € N. Wir definieren ¢; € K als die Folge (a,)neny mit a; = 1
und a; = 0 fiir alle j # . Gilt Sp({e; | ¢ € N}) = K*°? Wenn nicht, haben wir

diesen Untervektorraum schon zuvor erwahnt?

(2) Sei X eine unendliche Menge. Gilt
P(X) = Sp({alle einelementigen Teilmengen von X })?

Wenn nicht, wie konnten Sie diesen Span in Worten beschreiben?

2.2.3 Lineare Unabhangigkeit und die Definition einer Basis

Einfiihrung

Ein alternativer Titel dieses Abschnitts konnte sein: ,Wie kann ich einen Vektor-
raum beherrschen/beschreiben /kontrollieren? oder weniger romantisch: ,Wie konnte
ich einen Vektorraum mit Koordinaten versehen?” Dieselben Fragen konnten wir be-
ziiglich Untervektorrdumen stellen. Dies ist aber unnotig, da jeder Untervektorraum
auch ein Vektorraum ist.

Also, was meinen wir mit ,einen Vektorraum mit Koordinaten versehen“? Nehmen
wir an, dass V ein Vektorraum iiber K ist und V = Sp(vy,...,v,). Dann konnen wir
jeden Vektor als Linearkombination von vy, . . ., v, schreiben: Sei v € V. Dann existieren
ai,...,a, € K mit

v =a1v; + ... + a,v,. (2.8)

Wenn diese Beschreibung eindeutig ist, dann kénnte man bei den Skalaren

A1y ..., Qp
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an die ,Koordinaten“ von v in der Beschreibung von v als Linearkombination von
vy, ...,v, denken. Wenn jeder Vektor eine eindeutige Beschreibung als Linearkombi-
nation von vy, ..., v, hat, konnten wir durch vy,...,v, jeden Vektor in V' mit , Koor-

dinaten® versehen. Dadurch kénnten wir den Vektorraum V' beschreiben /kontrollieren.

Wenn dies der Fall ist, dann sagen wir, dass vy, . . ., v, eine Basis von V ist. Wir mochten
also verstehen, welche Bedingung wir an vy, ..., v, stellen miissen, damit wir wissen,
dass jeder Vektor eine eindeutige Beschreibung als Linearkombination von vq,...,v,

hat. Wir werden bald sehen, dass wir dies (iiberraschenderweise) schon durch eine
mogliche Beschreibung des Nullvektors verstehen konnen.
Lineare Unabhéangigkeit

Wie immer bezeichnet V' einen Vektorraum iiber einem Kérper K.

Definition 2.2.24. Sei n € N. Eine endliche Menge'® {vy,...,v,} C V ist linear
unabhdngig, falls aus a;vy + ... + a,v, = 0 fir ay,...,a, € K stets folgt, dass a; =

0,...,a, = 0. In Quantoren ausgedriickt:
Vai,...,ap € K :av1+...4+a,0,=0 = a1 =0,...,a, =0.

Spéater werden wir in diesem Fall auch schreiben: die Liste vy, --- , v, ist linear unab-
héngig (Siehe Bemerkung 2.3.1). Ausserdem ist die leere Menge () linear unabhéingig

per Konvention.

Bemerkung 2.2.25. Der Nullvektor hat immer die folgende Beschreibung als Linear-

kombination von vy, ..., v,:

O-vy+...40-v, =0. (2.9)
Daher sagt Definition 2.2.24: vy, ..., v, sind linear unabhéngig genau dann, wenn (2.9)
die einzige Beschreibung des Nullvektors als Linearkombination von vy, ..., v, ist.

Definition 2.2.26. Eine nichtleere Menge S C V heisst linear unabhdingig, falls jede

endliche nichtleere Teilmenge von S linear unabhéngig ist.
Aus dieser Definition folgt direkt:

Lemma 2.2.27. Sei S linear unabhingig und ) # S C S. Dann ist auch S" linear

unabhdngig.
Beispiel 2.2.28. (1) Die Menge {ey,...,e,} € K" ist linear unabhéngig. (Wieso?)

(2) Die Menge {ey,e,...} € K ist linear unabhéngig. (Wieso?)

15Da 0 ¢ N ist, ist diese Menge nicht die leere Menge.
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(3) Die Menge {1,z,2?%,...,z"} ist linear unabhéngig in K|[x],. Ausserdem ist die Men-
ge {1,x,2% ...} linear unabhéngig in K[z|. (Wieso?)

Ubung 2.2.29. (1) Beweisen Sie: Die Menge {v} C V ist linear unabhiingig genau

dann, wenn v # 0.
(2) Wann sind zwei Vektoren in R? linear unabhiingig?
(3) Versuchen Sie drei linear unabhiingige Vektoren in R? zu finden!

Definition 2.2.30. Eine Menge heisst linear abhdngig, falls sie nicht linear unabhéngig

ist.
Definition 2.2.31. Die triviale Linearkombination von vy, ...,v, ist
0:0U1+—|—01}n

Daher gilt: vy, ..., v, ist linear unabhéngig genau dann, wenn die triviale Linearkom-
bination die einzige Mo6glichkeit ist 0 als Linearkombination von vy, ..., v, zu schreiben.
Lineare (Un-)Abhéngigkeit ist so wichtig, dass es sich lohnt die Definition von linea-

rer Abhéngigkeit explizit hinzuschreiben.

Definition 2.2.32. Eine nichtleere Menge S C V heisst linear abhdngig, wenn es
paarweise verschiedene vy, ..., v, € S gibt und a4, ..., a, € K, die nicht alle Null sind,
so dass

av1 + ...+ a,v, = 0.

Bemerkung 2.2.33. Nehmen Sie sich Zeit, um zu iiberpriifen, dass Definition 2.2.32
die Negation der Definition 2.2.26 ist. Falls Sie dies verwirrend finden, fiithren Sie sich
folgende Idee vor Augen: vy, ..., v, sind linear abhéngig, wenn der Nullvektor nicht nur
die triviale Beschreibung 0-v; +...4+0-v, hat, sondern auch eine andere ,nicht-triviale*

Beschreibung.

Jetzt sind wir bereit fiir den Begriff der Basis, welcher die gewiinschte Eindeutigkeit

aus der Einfiihrung herbeifiihrt.

Definition 2.2.34. Eine Menge S C V heisst eine Basis (fir V'), falls S linear unab-

héngig ist und V' von S erzeugt wird.

Proposition 2.2.35. Fine Menge S C V ist eine Basis von V genau dann, wenn
jedes v € V in einer eindeutigen Weise als Linearkombination von Vektoren aus S

geschrieben werden kann.

Beweis. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass |S| < oo ist. Der Beweis fiir

|S| = oo ist ziemlich &hnlich.
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,<=": Nehmen wir an, dass S die Eigenschaft hat, dass jedes v € V' in einer eindeu-
tigen Weise als Linearkombination von Vektoren aus S geschrieben werden kann. Dies
impliziert direkt, dass Sp(S) = V. Sei S = {vy,...,v,}. Da 0 als triviale Linearkom-

bination 0 = 0-v; + ...+ 0 - v, geschrieben werden kann, folgt aus der Eindeutigkeit,

dass fiir aq,...,a, € K mit

avy+ ... +a,v, =0
a; = ...=a, = 0 folgen muss. Dies zeigt, dass S linear unabhéngig ist und daher eine
Basis ist.

, =1 Diese Richtung beweisen wir mittels Kontraposition. Nehmen wir an, dass v €
V' auf zwei verschiedene Weisen als Linearkombination von Vektoren aus S geschrieben

werden kann: Angenommen
v=av; +...a,0, und v=0bv;+...+0b,v,
mit aq,...,ap,,01,...,b, € K, so dass ein 1 <14y < n existiert mit a;, # b;,. Dann ist

0=v—v=_(aqv1 + ...+ ayv,) — (biv1 + ... + byv,)
= (ay —by)vy + ... + (a, — by)vy,

aber a;, — b;, # 0 und daher ist S = {vy,...,v,} linear abhéngig. Insbesondere ist S

keine Basis. O

Bemerkung 2.2.36. Proposition 2.2.35 zeigt: Eine Basis eines Vektorraums gibt uns,
wie in der Einfiihrung gewiinscht, ,eindeutige Koordinaten“ um die Vektoren aus dem

Vektorraum zu beschreiben.

Beispiel 2.2.37. Alle Mengen in Beispiel 2.2.20 (Standard-Basen) sind Basen der je-

weiligen Vektorraume.

Bevor wir einige Beispiele geben, wollen wir besser verstehen, wie Basen in endlich-

dimensionalen Vektorraumen aussehen. Das ruft nach einem neuen Abschnitt!

2.3 Endlich-dimensionale Vektorraume

Dieses Kapitel ist das schonste in der Geschichte der Linearen Algebra I, das wir er-
zéhlen wollen. Wir werden sehen, dass wir mittels der Begriffe linearer (Un-) Abhéngigkeit
und Span ein starkes Struktur-Theorem fiir endlich-dimensionale Vektorrdume iiber ei-
nem Korper K beweisen konnen. Teile dieser Prasentation sind aus dem Buch von
Halmos [9] und [5, Kap. 2]. Im Folgenden ist V' ein Vektorraum iiber K, der endlich-

dimensional ist (siehe Definition 2.2.11).
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Bemerkung 2.3.1. In diesem Abschnitt ist es besser an ,,Listen von Vektoren“ zu denken.
Das heisst, wir stellen uns die Menge {v1,...,v,} C V als geordnete Menge von V' vor,
wobei die Ordnung durch die Nummerierung gegeben ist. Daher schreiben wir haufig
U1, ..., Uy statt {vq1,...,v,} und nennen vy, ...,v,, eine Liste. Mit der Ldinge einer

Liste meinen wir einfach m. (Der Fall m = 0 ist erlaubt, wenn die Liste leer ist!)

Lemma 2.3.2. Seien vy,..., v, linear abhingig in V. Dann existiert ein 1 < 7 < 'm

mat

(a) v; € Sp(vy,...,vj_1) und

(b) Sp(vi, ..., Uj—1,Vjt1, .-, Up) = SP(V1, ..., Upy).

Beweis. Da vy, ...,v,, linear abhéngig sind, existieren a,...,a,, € K, so dass
av1+ ...+ apv, =0

und nicht alle a; = 0 sind fiir 1 <i < m. Sei j = max{i | a; # 0}. Dann gilt
avy + ... +ajv; = 0.

Wir 16sen nach a;jv; auf und dividieren durch a;(# 0):

—aq —Qj—1
vj = —v ...+
aj

i1 2.1
a; Vj—1 (2.10)

Dies zeigt (a). Fiir (b) betrachten wir v € Sp(vy, ..., vy). Dann ist
V=aiV1 + ...+ QnUn

fir ay,...,a, € K. Man setzt nun (2.10) fiir v; ein und sieht, dass v auch eine Li-
nearkombination von {vy,...,v;_1,vj41,..., v} ist. Dies zeigt die Behauptung. (Wie-
s0?) O

Bemerkung 2.3.3. Was passiert im Beweis, falls j = 17 Dann ist der Span von vy, ..., v,
gleich Sp(vy,...,vj_1) = Sp(0) = {0}. Das impliziert, dass v; = v; = 0. Dann gelten in
der Tat (a) und (b).

Lemma 2.3.4. Angenommen wir haben in Lemma 2.53.2 zusdtzlich die Bedingung, dass

V1, ..., U flir k < m linear unabhdngig sind. Dann gilt k < j.

Beweis. Angenommen j < k, dann gilt v; € Sp(vy,...,v;_1) beziehungsweise

V; = a1 + ...+ Q;j—1V5—1
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fir a;,...,a;-1 € K. Dann ist jedoch
0= av; + ...+ a;—1V5-1 + (—1)Uj

eine nicht-triviale Linearkombination von vy, ..., v;, was im Widerspruch zur linearen

Unabhéngigkeit von vy, ..., vy steht. O

Lemma 2.3.5. Seien wy,...,w, € V mit Sp(w,...,w,) =V und v € V. Dann sind

vV, W1, ..., W, linear abhdngig.

Beweis. Der Beweis funktioniert gleich wie im vorherigen Lemma: Daes aq, ..., a, € K
gibt mit v = a;wy + ... + a,wy,, gilt 0 = aywy + ... 4+ a,w, — v. Dies zeigt die lineare
Abhéngigkeit von {v,wy, ..., w,}. a

Lemma 2.3.6. Seien vy,...,v, € V mit Sp(vy,...,v,) =V und seien uq, ..., Uy €V

linear unabhdangig. Dann gilt m < n.

Beweis. Wir werden m Etappen durchfiihren. In der ersten Etappe werden wir u; mit
einem der Vektoren {vy,...,v,} ,austauschen, und zwar wie folgt:
Etappe 1: Wir betrachten die Menge

UL, V1, ..., Up (2.11)

von n + 1 Vektoren. Laut Lemma 2.3.5 ist diese Menge linear abhéngig. Laut Lemma
2.3.2 konnen wir einen der Vektoren in (2.11) ,wegwerfen“ ohne den Span zu &ndern.
Laut Lemma 2.3.4 ist dieser ,unbrauchbare* Vektor nicht u;, da {u;} linear unabhéngig
ist. (Streng genommen, miissen wir hier Lemma 2.2.27 benutzen, um zu argumentieren,
dass {u4 } linear unabhéngig ist.) Wir bekommen eine neue Liste der Lénge n, in welcher
uy der erste Vektor ist und die anderen n — 1 Vektoren Elemente von {vy,...,v,} sind.
Des Weiteren spannt diese Liste V' auf.

Etappe 1 < j < m: (Wir empfehlen dem Leser an j = 2 zu denken.) Aus der letzten

Etappe haben wir eine Liste der Lange n, die V' aufspannt, deren erste j — 1 Vektoren
Uy, ..., uj—q sind und deren letzte n — (j — 1) Vektoren in {vy,...,v,} enthalten sind.
Der Lesbarkeit halber fiithren wir eine Umnummerierung durch und schreiben diese

Liste als

ULy ooy Uj—1, Wiy - ooy Wn—(j—1)-

Wir betrachten jetzt die Liste
Upy e vy Uj—1, Uj, W,y .. ,’U}n,(jfl).

Auch hier gilt wegen Lemma 2.3.5, dass diese Liste linear abhéngig ist. Laut Lemma

2.3.2 konnen wir einen Vektor dieser Liste wegwerfen ohne den Span zu &ndern und
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wegen Lemma 2.3.4 muss dieser Vektor einer der Vektoren wy,...,w,_¢j_1) sein, da
U1, ..., u; linear unabhangig sind. Wir fiihren nacheinander die m Etappen durch.

Am Ende von Etappe m bekommen wir eine Liste
/
Upy ooy U, WYy e oy W

der Lange n, die alle Vektoren wq, ..., u,, enthalt. Daher ist n > m, was wir zeigen
wollten. O]

Bemerkung 2.3.7. Wir wir gleich sehen werden, spielt Lemma 2.3.6 eine zentrale Rolle.
Es ist eng verbunden mit dem sogenannten ,Steinitz’schen Austauschsatz* (vgl. Fischer
[7, 1.5.4]).

Wir sind jetzt bereit fiir eine der Séulen der linearen Algebra:

Theorem 2.3.8. Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum tiber einem Koérper K.
Dann hat' V' eine Basis mit endlicher Linge. Ausserdem hat jede Basis von 'V die gleiche

Lange.

Beweis der zweiten Aussage in Theorem 2.53.8. Wir beweisen zunéchst die zweite Aus-
sage. Seien A und B zwei Basen von V. Dann sind A und B endliche Mengen, weil V'
endlich-dimensional ist. Da A erzeugend und B linear unabhéngig ist, folgt aus Lemma
2.3.6, dass |B| < |A|. Wir kénnen jedoch die Rollen von A und B vertauschen! Da B
erzeugend und A linear unabhéngig ist, gilt auch |A| < |B|, also |A| = |B]. O

Fiir den Beweis der Existenz einer Basis beweisen wir zunéchst ein separates Lemma,

da dessen Inhalt und der Beweis davon spéter wichtig sein werden fiir uns.

Lemma 2.3.9. Sei vq,...,v, ein FErzeugendensystem. Dann enthdlt vy,..., v, eine

Basis.

Beweis. Kurz gesagt (und ohne einen expliziten Algorithmus anzugeben) konnte man
das Lemma beweisen, indem man Vektoren aus vy, ..., v, nacheinander weg wirft bis
man eine linear unabhéngige Liste bekommt mit demselben Span. Und daher wére diese
neue Liste dann eine Basis. Wir mochten den Beweis allerdings etwas algorithmischer
besprechen. Wir geben einen Algorithmus mit n Etappen an, der in der Etappe j
entscheidet, ob v; ein Teil der Basis sein wird.

Etappe 1: Wenn v; = 0 ist, werfen wir v; weg. Wenn nicht, dann behalten wir v;.

Etappe 2 < j <n: Falls v; € Sp(vy,...,vj_1), so werfen wir v; weg. Falls nicht,

behalten wir v;.
Nach diesen n Etappen bekommen wir eine Liste. Mit einer Umnummerierung schrei-
ben wir diese Liste als vy, ...,v,,. Bemerken Sie, dass Sp(vy,...,v,) = V, da wir in

jeder Etappe j nur Vektoren, die im Span von Vektoren in vy,...,v;_; enthalten sind,
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weggeworfen haben. Ausserdem behaupten wir, dass vy, ..., v, linear unabhéngig sind,

da vy, ..., v, die Bedingungen des folgenden Lemmas 2.3.10 erfiillen. O

Lemma 2.3.10. Seien wy, ..., w; € V, so dassw; ¢ Sp(wy, ..., wj_1) firallel <j <l

ist. Dann sind wy, . .., w; linear unabhdngig.

Beweis. Falls die Aussage des Lemmas nicht stimmt, folgt aus Lemma 2.3.2 (a), dass

es ein 1 < j <[ gibt mit w; € Sp(wy, ..., w;j_1), im Widerspruch zur Annahme. O

Beweis der ersten Aussage in Theorem 2.3.8. Nach Definition 2.2.11 eines endlich-dimen-
sionalen Vektorraums existiert eine Erzeugendensystem fiir V. Nach Lemma 2.3.9 ent-
halt dieses Erzeugendensystem eine Basis. Die erste Aussage in Theorem 2.3.8 folgt

somit. Dies beendet den Beweis von Theorem 2.3.8. OJ

Theorem 2.3.8 ermdglicht folgende zentrale Definition:

Definition 2.3.11. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Wir definieren die

Dimension von V als dim V' = n, wobei n € NU {0} die Lénge einer Basis von V ist.

Beachten Sie, dass dank Theorem 2.3.8 die Dimension in der Tat ein Element von
NU {0} und wohl-definiert (das heisst, sie hangt nicht von der Wahl der Basis ab) ist.
Im néchsten Kapitel werden wir sogenannte Isomorphismen zwischen Vektorrdumen
definieren. Hier ist ein Spoiler: Bis auf Isomorphismus gibt es nur einen Vektorraum
iiber K der Dimension n. Mit der Hilfe des néchsten Beispiels, zeigt dies, dass jeder

Vektorraum iiber K mit dim V' = n isomorph zu K" ist.

Beispiel 2.3.12. Wie wir in Beispiel 2.2.37 gesehen haben, sind die Mengen aus Beispiel

2.2.20 Basen der jeweiligen Vektorrdume. Dies zeigt:
(1) dim K" = n;

(2) dim K[z, = n + 1;

(3) dim M, xn(K) = mn;

(4) fir | X| =n ist dim P(X) = n (vgl. Beispiel 2.1.23).

Zu Theorem 2.3.8 gibt es ein analoges Theorem auch im Fall, wenn V' unendlich-

dimensional ist.

Theorem 2.3.13 (Hamel Basis). Jeder Vektorraum tber K hat eine Basis. Je zwei

Basen haben die gleiche Kardinalitdt.
Wir werden dieses Theorem nicht beweisen, nicht weil es schwierig ist, sondern weil:

(1) Wir werden schon genug Spass haben mit endlich-dimensionalen Vektorrdumen.
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(2) Hamel-Basen in unendlich-dimensionalen Vektorrdumen sind normalerweise nicht
interessant: unendlich-dimensionale Vektorraume haben normalerweise zusétzliche
Strukturen (zum Beispiel topologische und analytische Strukturen) und man ist
normalerweise interessiert an Basen, die diese Strukturen ,auffassen”. Das beste

Beispiel dazu ist die Theorie der Fourierreihen.

(3) Die Existenz einer Hamel-Basis ist dquivalent zum Auswalaxiom (bzw. zum Lemma
von Zorn). (Trotzdem lohnt es sich vielleicht die Existenz einer Basis mit dem

Lemma von Zorn zu beweisen, was nicht schwierig ist.)

Bevor wir diesen Abschnitt abschliessen, beweisen wir noch ein niitzliches Lemma
fiir spéter. In gewissem Sinne (vgl. Abschnitt 2.3.1) ist dieses Lemma dual zu Lemma
2.3.9.

Lemma 2.3.14. Jede linear unabhingige Teilmenge von V' kann man zu einer Basis

von V' erweitern.

Beweis. Sei uq,...,u; eine linear unabhéngige Liste in V und vy, . .., v, eine Basis von
V. Betrachten Sie die Liste

Ury -5 UL VL, - - oy U,

welche sicher V' erzeugt. Man macht die gleichen Etappen wie im Beweis von Lemma
2.3.9. Die Vektoren wuy,...,u; werden dabei nicht weggeworfen (Wieso?). Daher be-
kommt man am Ende nach [ +m Etappen eine Liste, die mit uq, ..., u; anfangt, linear
unabhéngig ist und V' aufspannt. Das heisst, die erhaltene Liste ist eine Basis von V/,

die uq, ..., u; enthélt. Dies zeigt die Aussage des Lemmas. O]

2.3.1 Gleichgewicht

Vielleicht hat es Ihre Mutter Ihnen schon gesagt: Gleichgewicht ist das wichtigste
im Leben!'¢
In der Mathematik hat das Gleichgewicht eine andere Rolle: Wie wir jetzt erkldren

werden, fithrt es uns zu niitzlichen und interessanten Objekten.

Maximale linear unabhéingige Mengen und minimale Erzeugendensysteme

Je grosser eine Teilmenge S C V ist, desto grosser ist die Wahrscheinlichkeit, dass
sie erzeugend ist. Je kleiner eine Teilmenge S C V ist, desto grosser ist die Wahrschein-
lichkeit, dass sie linear unabhéngig ist. Anders gesagt, gibt es fiir eine Menge S einen
Wettbewerb zwischen den Eigenschaften ,erzeugend“ und ,linear unabhéangig”: ,erzeu-
gend” zieht nach oben und ,linear unabhéngig” zieht nach unten. Der folgende Satz

zeigt, dass die ,Gleichgewichts-Punkte“ Mengen der Grosse dim V' sind.

16Falls nicht, dann haben sie es sicher von Karate Kid gelernt, oder?!
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Satz 2.3.15. Sei V' ein Vektorraum mit dim'V = n, wobein € NU{0}. Fir eine Liste

v1,...,0, €V der Linge n sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(1) Die Vektoren vy, ..., v, sind linear unabhdingig.
(2) Die Vektoren vy, ..., v, sind erzeugend.

(8) Die Vektoren vy, ..., v, bilden eine Basis.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass (1) die Aussage in (3) impliziert: Laut Lemma 2.3.14
kann die linear unabhéngige Liste vy, ..., v, durch die Annahme in (1) zu einer Basis
erweitert werden. Aber laut Theorem 2.3.8 hat jede Basis Lange n. Daher ist vy, ..., v,
schon eine Basis.

Die Implikationen (3) = (1) und (3) = (2) folgen aus der Definition einer Basis,
vgl. Definition 2.2.34.

Um zu zeigen, dass die Aussage (2) die Aussage (3) impliziert, seien vy, ..., v, ein
Erzeugendensystem. Laut Lemma 2.3.9 enthélt dieses System eine Basis. Da aber alle

Basen Lénge n haben, ist vy, ..., v, schon eine Basis. O

Bemerkung 2.3.16. Es lohnt sich Satz 2.3.15 noch anders zu formulieren: (1) impliziert:
Jede maximal linear unabhéngige Menge ist eine Basis. (2) impliziert: Jede minimal
erzeugende Menge ist eine Basis. (Wieso? Uberlegen Sie sich, wieso das eine Umformu-

lierung des Satzes 2.3.15 ist.)

Korollar 2.3.17 (Fehlendes Gleichgewicht). Sein = dimV < oo.
(a) Eine Menge vy, ..., vx mit k < n ist nicht erzeugend.

(b) Eine Menge vq,...,vx mit n < k ist linear abhdngig.

Beweis. (a) Falls die Aussage in (a) nicht gilt, dann enthélt die Menge laut Lemma

2.3.9 eine Basis mit Lange kleiner als n.

(b) Falls die Aussage in (b) nicht gilt, dann kénnen wir laut Lemma 2.3.14 die Menge
zu einer Basis mit Lange grosser als n erweitern.

Dies beweist das Korollar. O

Bemerkung 2.3.18 (Gauss und Basen in K™). Genau wie wir nach Lemma 2.2.17 den
Begriff Span in K™ mit Gauss-Elimination verbinden konnten, kénnen wir auch die

Begriffe der linearen (Un-)Abhéngigkeit und Basis mit der Gauss’schen Elimination

verbinden.
Aus Lemma 2.2.17 folgt, dass vy,...,v, € K™ linear unabhéngig sind genau dann,
wenn
. | ! 0
vl Vg e Uy : =1 |eK™
. | Tn 0
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nur die triviale Losung x; = ... = x,, = 0 hat, was man mit Gauss-Elimination bestim-
men kann. Fiir eine Charakterisierung einer Basis durch ein lineares Gleichungssystem,

kénnten wir Proposition 2.2.35 benutzen. (Wieso und wie genau?) Aber wir sind jetzt

viel schlauer: vy, ..., v, € K™ ist eine Basis von K™, falls n = m und
. | 1 0
U1 Uy ot Up =i e
. | Tn 0

nur die triviale Losung hat, was man mit Gauss-Elimination tiberpriifen kann.
Beispiel 2.3.19. (1) Je drei Vektoren in R? (oder K?) sind linear abhingig.
(2) Je vier Polynome in Fr[z] (oder K|z]s) sind linear abhéngig.

(3) Man hat keine Chance den Raum M, 3(C) (als Vektorraum iiber C) mit 5 Matrizen

aufzuspannen.

(4) Zwei Vektoren v = (a,b) und w = (c,d) sind eine Basis fiir K2, falls

a c zy (0
b d) \y) \o
nur die Losung x = y = 0 hat.
(5) Die Vektoren

flz(l,O,...,O)
fo=1(1,1,0,...,0)

fo=(1,1,...1)
in K™ bilden eine Basis von K™.

(6) Je n+ 1 (vom Nullpolynom verschiedene) Polynome von verschiedenem Grad in
K{z],, bilden eine Basis von K[z}, (Forum-Wieso?).

(7) Sei V' ein Vektorraum. Per Konvention ist die leere Menge () linear unabhéngig.
Ausserdem gilt Sp(f)) = {0y }. Daher ist die leere Menge eine Basis des Untervek-
torraums {0y } und es gilt dim {0y} = 0.

(8) In der Ubungsstunde: Gibt es eine Basis vy,...,v; von R[z]3, so dass kein v; ein

quadratisches Polynom!7 ist?

I"Ein quadratisches Polynom ist ein Polynom von Grad 2.
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(9) Sei A eine Menge von Teilmengen von {1,...,n} mit |A| < n. Dann kann man nicht
jede Teilmenge von {1,...,n} mittels der symmetrischen Differenz von Mengen aus

A schreiben. Das heisst Sp(A) # P({1,...,n}).
Es kann gut sein, dass Ihnen die Giiltigkeit eines der obigen Beispiele unklar ist.

Fragen Sie im Forum nach!

2.3.2 Basen von Vektorraumen ohne Gauss’sche Elimination

Wie findet man eine Basis fiir einen endlich-dimensionalen Vektorraum oder einen
Untervektorraum? Auch hier ist V' ein Vektorraum iiber einem Kérper K. Laut Theo-

rem 2.3.8 hat jeder Vektorraum eine Basis. Als Korollar erhalten wir:
Korollar 2.3.20. Jeder Untervektorraum hat eine Basis.

Beweis. Laut Lemma 2.0.7 ist jeder Untervektorraum auch ein Vektorraum mit der
auf den Untervektorraum eingeschrankten Addition und Skalarmultiplikation. Theorem

2.3.8 zeigt die Existenz einer Basis. O
Was unklar bleibt, ist wie lang die Basis eines Untervektorraums sein darf!

Proposition 2.3.21. Seien V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum und U ein Un-
tervektorraum. Dann ist U auch endlich-dimensional und dimU < dim V. Ausserdem

gilt dimU = dim V' genau dann, wenn U =V 1ist.

Beweis. Sei S C U eine Basis von U. Wir behaupten, dass |S| < dim V. Falls dies
nicht gilt, dann enthélt S eine Menge S’ mit dim V' + 1 Vektoren, die linear unabhéngig
sind, da S linear unabhéngig ist. Laut Lemma 2.3.14 kann man S’ zu einer Basis von
V erweitern. Dann bekommt man eine Basis von V', deren Lénge grosser ist als dim V/,
was ein Widerspruch zu Theorem 2.3.8 ist.

Wir zeigen noch die zweite Aussage: Fiir ,,<=* gibt es nichts zu beweisen. Fiir ,,=“
sein = dimU = dimV und B = {vy,...,v,} eine Basis fiir U. Da B eine Liste von
linear unabhéngigen Vektoren in V' der Lange dim V ist, ist B auch eine Basis fiir V
(laut Satz 2.3.15) und daher ist V' = Sp(B) = U. Die Proposition folgt. O

Wir kommen also zu der Frage, wie man eine Basis eines Untervektorraums findet.

Mittels Korollar 2.3.20 konnen wir uns auf Vektorrdume konzentrieren.

Erste Methode: Die Beweise benutzen

Die obigen Beweise sind eigentlich algorithmisch, obwohl wir nicht versucht haben
die Algorithmen effizient zu wahlen. Nichtsdestotrotz fiithren sie zu einer Antwort, wie
wir jetzt kurz erklaren:

Top-Down-Methode: Sei V' = Sp(vy,...,v,). Wie kénnten wir eine Basis fiir V' fin-
den?
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e Falls vy,...,v, linear unabhéngig sind, ist vy, ..., v, schon eine Basis.
e Falls vy,...,v, linear abhéngig sind, konnen wir den Algorithmus im Beweis von
Lemma 2.3.9 benutzen, um Vektoren aus vy, ..., v, ,wegzuwerfen“, ohne den Span

zu dndern, bis wir eine linear unabhéngige Liste bekommen.

Bottom-Up-Methode: Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Man wéhlt v; € V/
mit v; # 0. (Wenn dies nicht méglich ist, dann ist V' = {0}.) Jetzt verwendet man
Lemma 2.3.10: Man wéhlt vy ¢ Sp(v;) und dann v ¢ Sp(vy,v2) bis man dies nicht

weiterfithren kann, da man den ganzen Vektorraum aufgespannt hat. Die erhaltene
Liste ist laut Lemma 2.3.10 eine linear unabhéngige Liste, die V' aufspannt (da man
keine Vektoren mehr hinzufiigen konnte). Das heisst, die erhaltene Liste ist eine Basis.
Grundsatzlich ist dies genau das, was im Beweis von Lemma 2.3.9 passiert.

Die erste Methode oben ist hauptséchlich von einem theoretischen Standpunkt aus
interessant. Die zweite Methode benutzt die Gauss’sche Elimination und ist viel effizi-

enter. Es lohnt sich aber, dies von einem allgemeineren Blickwinkel aus zu betrachten.

2.3.3 Zeilen- und Spaltenraum und die Gauss’sche Elimination

Definition 2.3.22. Sei A € M,,,«,(K) und seien uy, . .., u,, € K™ die Zeilen der Matrix
und vy, ...,v, € K™ die Spalten der Matrix. Wir definieren

ZR(A) = Zeilenraum(A) = Sp(uy, ..., uy) C K"
SR(A) = Spaltenraum(A) = Sp(vy,...,v,) € K™.

Lemma 2.3.23. Seien A, B € M,,«,(K), so dass B durch Zeilenoperationen aus A
entstanden ist. Dann gilt ZR(A) = ZR(B).

Bemerkung 2.3.24. Vorsicht! Normalerweise gilt nicht, dass SR(A) = SR(B), wenn
man Zeilenoperationen verwendet. Die Uberraschung ist jedoch, dass dann trotzdem
dim SR(A) = dim SR(B) gilt!

Beweis. Dieser Beweis ist ahnlich zum Beweis, welchen wir im Zusatzskript [2] zu
Los(A,b) = Los(B, b) gegeben haben. Seien uy, ..., u,, € K" die Zeilen von A.

L; <+ L;: Zeilen vertauschen hat keinen Einfluss auf den Span:

SP(UL, - oy Uiy ooy Uy ooy Uy) = SP(Uy ooy Uiy Wy Ui 1y - vy U1, Uiy W1 - -y Uy

AL; — L;: Hier muss man zeigen, dass fiir alle 0 # \ € K gilt:
SP(Uty e ey Uiy ey Upy) = SP(ULy+ vy AUy« oy Upy).

(Wieso? Zeigen Sie es!)

1)



Kapitel 2.3 Endlich-dimensionale Vektorraume

L+ AL; — L; (i # j) : Hier muss man zeigen:

SP(Ur, -y Um) = Sp(Ur, - ooy Wim1, Wi + AU, Ui, - o Upy).

Die Inklusion ,,0“ folgt aus der Tatsache, dass u; + Au; eine Linearkombination von

Uy, . .., Uy, ist. Die Inklusion ,,C*“ folgt aus der Tatsache, dass
U; = (Ul + /\Uj) — )\Uj

eine Linearkombination von wy, ..., w1, u; + Auj, Uit1, . . ., Uy, ist. O

Definition 2.3.25. Seien n,m € Nund A € M,,«,(K). Wir definieren den Spaltenrang

und den Zeilenrang von A durch

Spaltenrang(A) := dim SR(A),
Zeilenrang(A) := dim ZR(A).

Bemerkung 2.3.26. Wir werden spéter sehen, dass fiir jede Matrix A die Gleichung
Spaltenrang(A) = Zeilenrang(A) (2.12)

gilt. Dies ist sicher nicht offensichtlich: Immerhin sind SR(A) und ZR(A) im Allgemei-
nen Untervektorrdume von verschiedenen Rdumen! Das folgende Lemma zeigt (2.12)

fiir den Spezialfall, dass A in Zeilenstufenform ist.

Lemma 2.3.27. Sei B € M« (K) eine Matriz in Zeilenstufenform. Dann sind die
Zeilen, die keine Nullzeilen sind, eine Basis des Zeilenraums ZR(B). Insbesondere gilt
dim ZR(B) = Rang(B). Ahnlich gilt: Die Spalten, die die Pivots enthalten, sind eine
Basis des Spaltenraums. Insbesondere gilt Spaltenrang(B) = Zeilenrang(B).

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass alle Pivots 1 sind.
Seien ayj,, . .., a,;, die Eintrage der Pivots (das heisst j; < jo < ... < j,) und uy, ..., u,
die entsprechenden Zeilen.

Ui, ..., u, sind linear unabhéngig: Sei

> Ay = 0. (2.13)
=1

Da in der ji;-ten Spalte ausser dem Pivot a;;, = 1 nur Nullen stehen, ist die j;-te
Koordinate des Vektors Y, \ju; € K™ gleich ;. Also folgt aus (2.13), dass A\; = 0 sein
muss. Die jo-te Koordinate von  ;_, \ju; € K™ ist dann (weil \; = 0) gleich A5. Aus
(2.13) folgt wiederum, dass Ay = 0. Mit Induktion zeigt man: Falls \; = ... =X, =0
fur k < r, dann ist die jg41-te Koordinate von » . \u; € K™ gleich A\j1q. Aus (2.13)
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folgt, dass A\p11 = 0. Daher gilt Ay = ... = A\, =0, was die lineare Unabhéngigkeit von
uy, ..., u, zeigt. Da alle anderen Zeilen Nullzeilen sind, folgt ZR(B) = Sp(u, ..., u,)
und daher ist uy,...,u, eine Basis von ZR(B).

Den Beweis der zweiten Aussage (beziiglich der Basis des Spaltenraums) ist sehr &hn-
lich und wir tiberlassen ihn den Lesern. Die Gleichheit Spaltenrang(B) = Zeilenrang(B)
folgt. O

Dies beweist auch eine wichtige Tatsache zur Gauss’schen Elimination, die wir vorher
nicht bewiesen haben.
Erinnerung: Fiir eine Matrix A ist Rang(A) die Anzahl der Pivots einer Matrix in

Zeilenstufenform, die durch Zeilenoperationen auf A entstanden ist.

Korollar 2.3.28. Der Rang einer Matrix A ist wohl-definiert. Das heisst, der Rang

hingt nicht von den Zeilenoperationen ab, die zur Stufenform fiihren.
Beweis. Wieso? Dieses ,Wieso?* hat fiir einmal eine Losung am Ende des Kapitels. [

Korollar 2.3.29 (Algorithmus zur Berechnung einer Basis aus einem Erzeugendensy-
stem in K™). Sei U = Sp(uy, ..., un,) C K". Un eine Basis fir U zu finden, schreibt
man ui, ..., Uy, als Zeilen einer Matriv A € My,«n(K). Mit Zeilenoperationen fiihrt
man A zu einer Matriz B Zeilenstufenform dber. Dann sind die Zeilen von B, die

keine Nullzeilen sind, eine Basis von U.

Wie findet man eine Basis fiir den Spaltenraum? Man kénnte statt Zeilenoperatio-
nen ganz analog Spaltenoperationen durchfiithren, Stufenform beziiglich Spalten und so
weiter definieren. Man konnte aber auch die Rollen von Zeilen und Spalten vertauschen.

Dieser Vorgang kommt mehrmals vor, daher gibt man ihm einen Namen:

Definition 2.3.30 (Transposition). Sei A = (ai;)ij € Myxn(K). Wir definieren die

Transponierte von A als die Matrix

AT == (bw) 1<i<n S Mnxm(K)

1<j<m
mit b;; = aj;.
Sei 1 < k < n. Dann gelten folgende Eigenschaften:
e Dic k-te Zeile von AT ist die k-te Spalte von A.
e Die k-te Spalte von A7 ist die k-te Zeile von A.
e (A+B)T = AT + BT.

o (NA)T = \AT.
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o (AT = A.

e SR(A) = ZR(AT).

e ZR(A) = SR(AT).

e Spaltenoperationen auf A sind dasselbe wie Zeilenoperationen auf A”.

Bemerkung 2.3.31. Die Addition und Skalarmultiplikation von Matrizen haben Sie in
der Ubungsstunde definiert.

Satz 2.3.32. Seien m,n € N und A € My,«n(K). Es gilt
Spaltenrang(A) = Zeilenrang(A).

Wir werden den kompletten Beweis erst in den néchsten Kapiteln durchfiihren (und
bis dann nicht verwenden!), geben dafiir aber schon eine Beweisskizze mit Gauss’scher
Elimination, die man auch zu einem echten Beweis ,upgraden® kann.

Magie: Wie man mit Gauss’scher Elimination gleichzeitig Basen fiir vier verschiedene

Vektorraume berechnen kann!

Beispiel 2.3.33. Sei

-3 6 —-11
A=|11 -2 2 3
2 -4 5 B8

Wir bringen die Matrix in (Zeilen-)Stufenform. In jedem Schritt bezeichnet w; die i-te

Zeile der vorhergehenden Matrix.

1 -2 2 3 1 -2 2 3
A wmow f 3 g g oq | w55 10
2 —4 5 8 2 —4 5 8
1 -2 2 3 1 -2 2 3
wPmzws g g 5 10| 222 1 2)
0 0 1 2 0 0 5 10
1 -2 2 3 1 -2 1 1
wshwa s, g o oo mEwRzwn ol g 1 2
0 0 00 0 0 00

1 11
4 Zellenoperationen 12 (2.14)
0 00
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erhalten.

Korollar 2.3.29 besagt, dass {(1,—2,1,1),(0,0,1,2)} eine Basis des Zeilenraums
ZR(A) ist. Wenn man jetzt eine Basis des Spaltenraums SR(A) finden will, gibt es
zweil Methoden:

Methode fiir die Fleissigen: Ohne viel zu denken, betrachtet man

-3 1 2
|6 -2
-1 2 5
1 3 8

und fithrt die Gauss’sche Elimination mit Zeilenoperationen durch:

AT Zeilenoperationen
A ——

o o o
o o~ O
o O uln U=

Daher gilt, dass

— O

1
01,
1 13
5

5

eine Basis des Spaltenraums SR(A) ist. (Oder falls Sie etwas gegen Briiche haben, ist

) 0
O, o
1 13

auch eine Basis. (Wieso?))

Methode fiir Faule: Hier ist der Trick, mit welchem man eine Basis fiir SR(A) und
ZR(A) gleichzeitig finden kann.

Betrachten Sie das Eliminationsverfahren in (2.14). Fiir eine Matrix M € M3y 4(K)
schreiben wir MM, M@ MG M® fiir ihre Spalten. Haben Sie bemerkt, dass

AP = 2407 (2.15)

Bemerken Sie auch, dass die lineare Relation in (2.15) auch fiir alle anderen Matrizen
im Eliminationsprozess gilt. Allgemein gilt: Zeilenoperationen erhalten alle linearen

Relationen zwischen den Spalten. Insbesondere Aussagen wie

die zweite Spalte = —2 (die erste Spalte)
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sind invariant unter Zeilenoperationen. Das heisst, Zeilenoperationen dndern die Giil-
tigkeit solcher Aussagen nicht.

Am Ende des Eliminationsprozesses in (2.14) steht die Matrix
0
0

Laut Lemma 2.3.27 ist {die erste Spalte von B, die dritte Spalte von B} eine Basis von
SR(B). Diese Aussage ist auch invariant unter Zeilenoperationen. Das heisst, die Aus-

sage andert sich nicht, wenn wir Zeilenoperationen verwenden. Daher gilt
{die erste Spalte von A, die dritte Spalte von A}

ist eine Basis von SR(A) oder

ist aber keine Basis von SR(A)!

Korollar 2.3.34. Wenn man die faule Version in Beispiel 2.3.33 studiert, kommt man

zu den folgenden Erkenntnissen:

(1) Sei A eine Matriz und ji,...,J, die Indizes der Spalten mit Pivots einer Matriz,
die aus A durch Zeilenoperationen in Stufenform gebracht wurde. Seien AW die

Spalten von A. Dann ist {AUY) ... AU} eine Basis des Spaltenraums von A.

(2) Dies zeigt auch:

dim Spaltenraum(A) = dim Zeilenraum(A). (2.16)

Bemerkung 2.3.35. Wir werden zwei (vollstdndige) Beweise von (2.16) geben und bis
dann werden wir es nicht verwenden. Es ist aber schon toll sich zu merken, dass man

manche solcher Tatsachen beweisen kann. Sie diirfen in Ihren Berechnungen diesen
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Trick benutzen. Wenn wir den Orthogonalitéts-Begriff einfithren, werden wir noch einen

zusatzlichen Trick lernen.

2.3.4 Summen

Wie immer ist V' ein Vektorraum iiber einem Korper K.

Definition 2.3.36. Seien U, W C V zwei Untervektorraume. Wir definieren die Summe
von U und W als
U+W={u+w|uelUweW}.

Allgemeiner definieren wir fiir Untervektorrdume Uy, ...,U, von V die Summe von

Uy,..., U, als
Uy+...4U,={w+...4u, |y, €U; firi=1,...,n}.

Proposition 2.3.37. Seien U, W CV zwei Untervektorraume. Es gilt

(1) U+ W = Sp(UUW) und damit ist U + W der kleinste Untervektorraum, der U
und W enthdlt.

(2) Falls U + W endlich-dimensional ist, dann kann man folgendermassen eine Basis
von U + W bilden: Seien k = dim(U N W), | = dim(U) und m = dim W.
(a) Man wdhlt eine Basis py,...,px von UNW.
(b) Man wdhlt eine Basis p1,. .., Pk, U1, ..., w—_x fir U und eine Basis

Py Py Wiy oo, Win—k fUT’ w.

Dann ist

Pis-- s Pk Uty oo s Uk, W1y - ooy Win—k (217)

eine Basis fir U + W.

(8) Insbesondere gilt die sogenannte Dimensionsformel:

dimU +W =dimU +dimW —dimU NW.

Beweis. Teil (1) iiberlassen wir den Lesern. (Hinweis: Fiir die zweite Aussage benutzen
Sie Lemma 2.2.3.)

Fiir (2) miissen wir beweisen, dass die Liste in (2.17) eine Basis von U + W ist. Da
die Liste eine Basis fiir U und W enthélt, spannt diese Liste nach (1) U + W auf. Es
bleibt also zu zeigen, dass die Liste in (2.17) linear unabhéngig ist. Nehmen wir also

an, dass

a1pr+ ...+ appe +biur + ...+ b g+ crwy + .+ Cp g Wi = 0 (218)
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beziehungsweise, dass
vi= Wi+t kWi = —(a1p1 + - - F agpr + brug o b guyg).

fir ay,...,a5,b1,...,bj_k,C1,...,Ccm_r € K. Einerseits gilt v € W, da die linke Seite in
W ist. Andererseits gilt v € U, da die rechte Seite in U ist. Daher ist v € U N W. Also

existieren aq,...,ap € K mit v = ayp; + ... + agpr und somit
opr + ...+ ogpr = LWy + ..o+ Cop— kWi —k -

Da {pi1,...,pk, W1, ..., Wy_x} linear unabhéngig sind, folgt ¢; = ... = ¢ = a1 =

... = ag = 0. Dann vereinfacht sich Gleichung (2.18) zu
apr+ ...+ appr + biur + ...+ b_pu_p =0,
dacy=...=c¢pn=0.Da{p1,...,pg,u1,...,u_} auch linear unabhéngig ist, gilt
ag=...=a,=b=...=b_,=0.

Dies zeigt, dass die Liste in (2.17) linear unabhéngig und daher eine Basis von U + W
ist. Es folgt dann auch (3). O

Bemerkung 2.3.38. Hier lohnt es sich auch den Beweis im Fischer |7, Kap. 1.6.1] zu
lesen. Man kénnte ausgehend von (2.18) die lineare Unabhéngigkeit auch ein bisschen

anders zeigen (mittels Proposition 2.2.35).

Ubung 2.3.39. Seien Uy, Us, Us Untervektorrdume eines endlich-dimensionalen Vek-

torraums. Betrachten Sie die Formel

— dlIIl(Ul N UQ) — dlIIl(Ul N U3) — dlm(U2 N Ug)

Beweisen Sie die Formel oder geben Sie ein Gegenbeispiel!

Direkte Summen

Proposition 2.3.40. Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum tiber K und seien

U W CV zwei Untervektorriume. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) Es gilt dim(U + W) = dim U + dim W.

(2) Es gilt dim(U N W) = 0.
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(8) Es gilt UNW = {0}.

(4) Jedes v € U+ W ist eindeutig darstellbar als
v=u+w

mitu €U undw e W.
(5) Falls 0 =u+w mitu e U und w € W, dann ist u =0 und w = 0.

Bemerkung 2.3.41. Im unendlichdimensionalen Fall sind die Bedingungen (2), (3), (4)
und (5) immer noch dquivalent. Definition 2.3.42 unten bezieht sich dann auf diese vier

Aussagen.

Definition 2.3.42. Falls eine der dquivalenten Bedingungen in Proposition 2.3.40 gilt,

dann sagen wir, dass U + W die direkte Summe von U und W ist und schreiben
U+W=UaW.

Beweis von Proposition 2.3.40. Die Aquivalenz von (1) und (2) folgt aus Proposition
2.3.37 (3). Des Weiteren ist (2) dquivalent zu (3). (Wieso? Es gibt nur einen Unter-
vektorraum mit Dimension 0!) Wir zeigen jetzt, dass (3) die Aussage in (4) impliziert.
Seien u; +wy = us + we zwei Darstellungen eines Vektors in U + W mit uy, us € U und

wy, wo € W. Dann gilt, dass
U — U = W9 — W1 ceUNW.

Laut (3) ist UNW = {0} und daher ist u; —us = ws —w; = 0 beziehungsweise u; = us
und we = wy, was (4) zeigt. Des Weiteren gilt ,(4) = (5). (Wieso? Da 0 = 0+0.) Nun
zeigen wir die Implikation ,,(5) = (3)“: Falls es 0 #£ v € U N W gibt, dann ist

0=_v +(-v)
U o

keine triviale Darstellung von 0 als v + w mit v € U und w € W, im Widerspruch zu

(5). 0

Proposition 2.3.43. Seien V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum und U ein Un-

tervektorraum. Dann existiert ein Untervektorraum W mit
V=UsW.

Definition 2.3.44. Ein Untervektorraum W wie in Proposition 2.3.43 wird ein Kom-

plement von U in V' genannt (oder auch ein direkter Summand von V zu U).
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Beweis von Proposition 2.3.43. Seiuyq,...,u; eine Basis fiir U und sei uy, ..., u;, wy, ..., wg
eine Erweiterung der Basis von U zu einer Basis von V. Sei W := Sp(wy, ..., wy). Wir
behaupten, dass V' = U & W. Beachten sie dazu zuerst, dass
V=U+W-= Sp(UUW) = Sp(ul,...,ul,wl,...,wk).
(Wieso?) Ausserdem gilt UNW = {0}: Falls v € UNW, dann existieren aq, ...,a;,by,...,b; €
K mit
v=ai; + ...+ aqu = bw, + ... bpw.
Da uq,...,u;, wq, ..., wg linear unabhéngig sind, folgt jedoch
alz...:al:blz...:bk:O

und daher ist v = 0. Also folgt mit Proposition 2.3.40 die Aussage. m
Beispiel 2.3.45. Wir geben einige Beispiele:
(1) Hier ist ein allgemeines Beispiel:

Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum und B = {vy,...,v,} eine Basis von

V. Sei S C B. Dann ist
V =Sp(S) ®Sp(B\ S).

Zum Beispiel lasst sich K™ dadurch so schreiben:
K" =Sp(ey,...,ex) D Sp(€rit,---,en)

fir alle 0 < k <n.

(2) Sei X eine endliche Menge und P(X) die dazugehérige Potenzmenge. Wir betrach-

ten P(X) als Vektorraum {iber Fy. Fiir jedes Y C X gilt:

P(X)=P(Y)& P(X\Y).

(3) Ein Beispiel in K3: Fiir U = Sp(ey, e2) und V = Sp(eg, e3) gilt, dass U + V = K3,

aber dies ist keine direkte Summe, weil unter anderem auch
UNV = Sp(es)

gilt.

(4) In der Serie haben Sie das Folgende gezeigt:
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Sei V = RE = Abb(R,R), U die Menge aller geraden Funktionen und W die Menge

aller ungeraden Funktionen. Dann gilt

V=UsoW.
Sie werden noch mehr Beispiele in der Ubungsstunde und in der Serie sehen.

Zurick zu Korollar 2.3.28

Antwort auf die Frage ,Wieso?“ im Beweis von Korollar 2.3.28. Sei B irgendeine Ma-
trix in Stufenform, die durch Zeilenoperationen aus A entstanden ist. Der Beweis von
Lemma 2.3.23 zeigt, dass

ZR(A) = ZR(B).

Lemma 2.3.27 besagt, dass
dim ZR(B) = Anzahl der Pivots in B.

Daher ist diese Anzahl Pivots gleich dim ZR(A) und héngt nicht von B ab. O
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Changelog: Kapitel 2
e 09.02: In der Bottom-Up-Methode im Abschnitt 2.3.2 wurde v durch vy ersetzt.
e 19.02: Nummerierungen wurden gedndert.

e 08.05: Bemerkung 2.3.41 wurde hinzugefiigt.
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Epilog von Kapitel 2

Basis. Das sollten Sie sich aus Kapitel 2 merken.'® In jedem Vektorraum gibt es eine
Basis und alle Basen haben die gleiche Lénge (oder Kardinalitdt)! Vektorrdume sind
im Allgemeinen abstrakt und eine Basis ermoglicht uns einen Zugang zu solch einem
Vektorraum, auch wenn dieser Vektorraum sehr abstrakt ist. Wie genau? Erinnern Sie

sich an Proposition 2.2.35. Im néchsten Kapitel werden wir Folgendes definieren:

Definition. Sei V' ein Vektorraum, B = {vy,...,v,} eine Basis von V und v € V' ein
beliebiger Vektor. Da B eine Basis ist, konnen wir die Koordinaten von v beziiglich B

folgendermassen definieren und mit [v]g notieren:

aq
=1 | € K" : <= v=a1v; +...0,0,.

Qn

Sie sollten dariiber so nachdenken: B macht den abstrakten Raum V' fiir uns ,ex-
plizit“, indem wir v einfach durch den Vektor [v]g € K" verstehen kénnen. Etwas an-
schaulicher stelle ich mir [v]z als die Beschreibung von v € V' durch ,die Brille B* vor.
Das heisst, dass jede Basis uns eine ,Brille gibt, mit der wir V', sehen kénnen®. Bevor
ich mit dieser Plauderei authore, bemerke ich noch Folgendes: Der Vektor [v]s gehort
zu K". Dies erklart also auch die folgende Aussage: Ein Vektorraum mit Dimension n

hat n , Freiheitsgrade®.

8Dies ist keine Zusammenfassung! Wir geben nur Kommentare, woher wir kommen und wohin wir
gehen mit dem Stoff.
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Kapitel 3
Lineare Abbildungen

Vektorrdaume zu studieren hat im letzten Kapitel viel Spass gemacht. Aber Vektor-
rdume zu betrachten ohne sie miteinander zu vergleichen wére schade. Dies wire wie
Mengen zu studieren ohne den Funktionsbegriff. Wir haben schon in der Vorlesung er-
wahnt, dass man in der Mathematik, und vor allem in der Algebra, gewisse Objekte als
Kategorie betrachten kann. Grob gesagt, ist eine Kategorie eine Klasse von Objekten
und Morphismen (auch Pfeile genannt) zwischen diesen Objekten.! Auf jeden Fall sind
die Objekte in der linearen Algebra Vektorrdume und in diesem Kapitel mdéchten wir

die dazugehorigen Pfeile beschreiben: Lineare Abbildungen.

3.1 Definition einer linearen Abbildung

Wir mochten die Definition einer linearen Abbildung von einem abstrakten Blick-
winkel aus motivieren. Seien V' und W zwei Vektorrdume iiber einem Korper K. Eine
Funktion

T:V W

soll eine ,lineare Abbildung* genannt werden, falls sie die Vektorraum-Struktur von
V und W  respektiert® beziehungsweise miteinander verbindet. Hier ist die offizielle

Definition:

Definition 3.1.1. Seien V und W Vektorrdume iiber einem Korper K. Eine Funktion
T:V—=>W

heisst linear (oder lineare Abbildung oder lineare Transformation), falls folgende zwei

Eigenschaften gelten:

IWer sich dafiir interessiert kann hier mehr nachlesen.
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Vvl, Vg € V. T(Ul + ’02) = T(Ul) -+ T(’UQ) (Addlthltat)

3.1
Vae K,veV:T(av) = aT(v) (Homogenitét) (8.1)

Die Menge aller linearen Abbildungen von V' nach W bezeichnen wir mit
Homg (V,W) oder Hom(V,W),

falls bei Letzterem K aus dem Zusammenhang klar ist. In diesem Kapitel, falls wir
nichts anderes sagen, stehen V und W fiir Vektorrdume iiber einem Korper K und
T :V — W ist eine lineare Abbildung.

Ubung 3.1.2. Zeigen Sie die folgende Aquivalenz:
T ist linear <= Va,b € K, v1,v2 € V : T(avy + bvg) = a1 (v1) + bT'(vg).

Bemerkung 3.1.3. Das Wort Abbildung ist ein Synonym fiir Funktion. Jedoch verwendet
man in diesem Zusammenhang hier eher den Ausdruck ,lineare Abbildung* und nicht

Jineare Funktion“, obwohl sie beide dasselbe bedeuten.

Bemerkung 3.1.4. Manchmal schreiben wir der Einfachheit halber Tv statt T'(v).

Beispiele

Es ist schwierig zu entscheiden, was das beste erste Beispiel fiir eine lineare Abbil-
dung ist: Es gibt viele! Einige kommen aus der Geometrie, einige aus der Analysis und
es gibt noch mehr. Da wir lineare Abbildungen schlussendlich von einem abstrakten

Standpunkt aus betrachten wollen, fangen wir mit abstrakten Beispielen an.

Beispiel 3.1.5. Sei V' ein Vektorraum. Es gibt immer zwei lineare Abbildungen in
Hom(V,V):

e Die Identitéits-Abbildung

IdV:V—>V',

v,

die jeden Vektor auf sich selbst abbildet. Manchmal bezeichnen wir die Abbildung

als Id oder I, falls der zugrundeliegende Vektorraum aus dem Kontext klar ist.

e Die Null-Abbildung

0: V=W,

v — Oy
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Beachten Sie, dass wir insbesondere auch W =V wahlen koénnen.

(Wieso sind dies lineare Abbildungen? Uberpriifen Sie, dass die beiden Abbildungen

linear sind!)

Beispiel 3.1.6. Hier ist ein Beispiel, welches durch die Analysis motiviert ist. Sei K

ein Korper. Wir definieren

D : K[x] — K|z,

ap + a1 + ... + apx™ — ay + 2a9 + 3azx® + ...+ na,z" L.

Hier stehen wie immer die Zahlen 1,2,3... € K fir 1,1+ 1,1+1+1,... € K und D
steht fiir Differenziation. Man kénnte tiberpriifen, dass fiir alle a,b € K und p, q € K|z]

D(ap + bq) = aD(p) +bD(q) (3.2)
gilt. Mit der Schreibweise p’ := D(p) (bzw. ¢ = D(q)) ist (3.2) genau die Formel
(ap +bq) = ap" + bq,

die Sie aus der Mittelschule kennen.

Ubung 3.1.7. (1) Falls char(K) = 0, zeigen Sie, dass

{p€ K[z] | D(p) =0} = {a | a € K} = {konstante Polynome} .

(2) Sei p eine Primzahl. Berechnen Sie
{g € Fpla] | D(g) = 0}
Beispiel 3.1.8. Das Integral ist auch eine lineare Abbildung
I:1([0,1]) —

R
1
d
fH/O f(x)de,

wobei I([0,1]) die Menge aller Riemann-integrierbaren Funktionen auf [0, 1] ist.

Beispiel 3.1.9. Viele geometrische Abbildungen der Ebene sind linear. Zum Beispiel
Reflexion, Rotation, Streckung und Stauchung und so weiter. Dies besprechen Sie in
der Ubungsstunde. Um Thr geometrisches Verstindnis zu iiben, kénnen Sie sich dieses

Video oder auch dieses Video von 3BluelBrown anschauen.

Beispiel 3.1.10. Sie besprechen ebenfalls Beispiele mit Matrizenriumen in der Ubungs-

stunde.
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Beispiel 3.1.11. Die Abbildung

myrs @ Faz[z]ia — Far[z]a10

p|—>$73'p.

ist linear.

Beispiel 3.1.12. Die Abbildung (vgl. Einfiihrung in die Lineare Algebra [1])

S:K* — K~
(al, Qag, . . ) — (ag, as, . . )
ist linear. Diese Abbildung heisst auch Verschiebungsabbildung und ist zentral im Gebiet

der dynamischen Systeme. Wir haben in unserer Fibonacci-Einfithrung ([1]) gesehen,

dass man S auf den Untervektorraum
Fib(K) :={(a1,as,...) € K | ay = ap_1 + an_» fiir alle n > 3} C K
einschranken und
S |rib(k): Fib(K) — Fib(K)

studieren kann.

Beispiel 3.1.13 (Mutterbeispiel). Zu guter Letzt geben wir jetzt die wichtigste lineare
Abbildung zwischen endlich-dimensionalen Vektorrdumen an.
Seien n,m € N und sei A € M,,«,(K). Dann ist die Abbildung

ma : K" — K™
T I

r=|: | —Ax=A

linear. Bemerken Sie, Folgendes:

e Das Produkt Az haben wir in Definition 2.1.4 definiert.
e Hier sollte man K" und K™ als K¢, und Kg;,) betrachten.

e Wir werden in Kiirze zeigen, dass sich jede lineare Abbildung zwischen K™ und
K™ als my fiir eine Matrix A € M,,x,(K) darstellen ldsst. Ausserdem werden
wir spéater in diesem Kapitel erkldaren, dass jede lineare Abbildung zwischen zwei
beliebigen endlich-dimensionalen Vektorrdumen gewissermassen durch solche Ab-

bildungen darstellbar ist.
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e Da diese Abbildung so zentral ist, bezeichnen viele Autoren (und auch wir manch-
mal) diese Abbildung mit T4 statt m4.

Proposition 3.1.14 (Erste Eigenschaften). Seien V und W zwei Vektorrdume ber
einem Korper K und T .V — W eine lineare Abbildung. Dann gelten folgende Aussa-
gen:

(1) Fir alle ay,...,a, € K und vy,...,v, €V gilt

(o) = Sae

i=1 i=1

Dass heisst, dass das Bild einer Linearkombination der v; mit Koeffizienten a; eine

Linearkombination der T'(v;) mit Koeffizienten a; ist.
(2) Es gilt T(0) =0 (oder fir die verwirrten Leser: T'(0y) = Oy ).
Beweis. (1) Dies zeigt man mittels Induktion mit Hilfe von der Definition in (3.1).
(2) Da OV + OV = OV iSt, gllt
T(0y) =T(0y + 0y) =T (0y) + T(0y),

wobei wir im letzten Schritt die Linearitdt der Abbildung 7' benutzt haben. Wir
addieren —T'(0y) € W auf beiden Seiten und erhalten

Ow = T(Ov> - T(Ov) = T(Ov) + T(Ov> - T(0v) = T(Ov)

Dies beweist die Proposition. O
Satz 3.1.15. Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum und vy,...,v, € V eine
Basis von V. Seien wy, ..., w, € W beliebige Vektoren. Dann existiert eine eindeutige

lineare Abbildung T : V — W mit
T(Uz) = W;
firi=1,...,n.

Bemerkung 3.1.16. Denken Sie wie immer bei solchen Aussagen an zwei Tatsachen:
Existenz und Eindeutigkeit.

Beweis von Satz 3.1.15. Wir definieren T durch einen Vorgang, der haufig benutzt

wird: ,lineare Erweiterung".
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Sei v € V. Wir wollen T'(v) definieren. Dafiir schreiben wir zuerst v als Linearkom-

bination der Basis vy,...,v,
n
V=a1V1 + ...+ ayv, = E a;v;,
i=1

wobei ay, ..., a, € K. Erinnern Sie sich daran, dass diese Schreibweise laut Proposition
2.2.35 eindeutig ist. Proposition 3.1.14 sagt uns: Falls es eine lineare Abbildung 7T :
V — W gébe, dann wiirde

T(v) = T<Z aivi) = aT(v) = Z a;w; (3.3)
i=1 i=1 =1
gelten. Wir kénnen T'(v) genau so definieren, dass (3.3) gilt! Wir definieren also

n

T(v) = Z a;w;.

=1

Dies ist wohl-definiert, da die Schreibweise von v als Linearkombination von vy, ..., v,

eindeutig ist. Wir miissen nun zeigen, dass T linear ist. Seien v,v’ € V', so dass

n n
v = g a;v; und v = E b;v;
i1 i=1

gilt fir a1,...,a,,b1,...,b, € K. Dann ist

n

v+ Ul = Z(dz + bz)UZ

=1

die eindeutige Schreibweise von v + v’ beziiglich der Basis vy, ...,v,. Laut unserer

Definition von T' gilt

Tw+0)= Z(ai + b)w; = Z(aiwi + bw;) = Z a;w; + Z biw; = T(v) + T ('),
i=1

=1 =1 =1

was die Additivitat von T zeigt. Sei jetzt o € K. Es gilt aw = > | aa;v; und daher

T(aw) = Z aaw; = o Z a;w; = aT(v).
i=1 i=1

Dies zeigt, dass T linear ist und die obige Erklarung zeigt, dass dies die einzig mogliche
Definition fiir eine lineare Abbildung 7": V' — W mit T'(v;) = w; ist. O

Beispiel 3.1.17. Wieviele lineare Abbildungen T : F§ — F2 gibt es oder, in anderen

93



Kapitel 3.2 Kern und Bild

Worten, was ist die Kardinalitit von Hom(F4, F2)? Wir betrachten die Basis {e, ..., e4}
von F3. Laut Satz 3.1.15 ergibt jede beliebige Wahl von Bildern T'(e),...,T(e4) eine
lineare Abbildung T : F3 — F2. Da |F3| = 9 ist, gibt es genau 9* solche verschiedenen
Wahlen von Vektoren. Daher gilt | Hom(F3, F2)| = 9%.

Man kénnte dies mit beliebigen Abbildungen (das heisst, Funktionen) von F4 nach F3
vergleichen. Es gibt [F2|IF3l = (32)3") = 981 solche Abbildungen. (Wieso?) Insbesondere
sind 93 — 9% dieser Abbildungen (und somit die {iberwéltigende Mehrheit) nicht linear!
Ahnlich gilt

| Hom(V, Fy)| = ()"

wobei p eine Primzahl, k eine natiirliche Zahl und V' ein n-dimensionaler Vektorraum

tiber F), ist.

Wir betrachten jetzt K™ mit der Standard-Basis eq,...,e,. Seien wy,...,w, € K™

beliebige Vektoren. Laut Satz 3.1.15 existiert eine eindeutige lineare Abbildung

T: K" — K™
mit T'(e;) = w; fiir i =1,...,n. Sei A die Matrix, deren Spalten wy, ..., w, sind, also
| |
A=\ w; wy Wy,

Dann gilt ma(e;) = Ae; = w;. Das heisst, my ist die einzige lineare Abbildung 7', die
die Eigenschaften von Satz 3.1.15 erfiillt. Da w; ..., w, beliebig sind, folgt das folgende

Lemma:

Lemma 3.1.18. Fliir jede lineare Abbildung T : K™ — K™ existiert ein eindeutiges
A€ Myun(K), so dass T = ma. Nimlich

3.2 Kern und Bild

Auch hier sind V' und W zwei Vektorrdume iiber einem beliebigen Korper K. Mit

jeder linearen Abbildung sind (zumindest) zwei Untervektorrdume verbunden:

Proposition 3.2.1 (Definition und Proposition). Sei T : V. — W eine lineare Abbil-
dung.
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(1) Die Menge
Ker(T)={veV |Tv=0y}

1st ein Untervektorraum von V und heisst der Kern von T'.

(2) Das Bild von T
Im(T)={Tv|veV}

ist ein Untervektorraum von W .2

Erinnerung: Fiir eine Funktion f: A — B und b € B ist

o) =1 ({0}) ={a € A: f(a) =0} (3.4)
die Menge aller Urbilder von b. Mit dieser Notation ist Ker(7T) = T!(0Ow).

Beweis. (1) Seien a,b € K und vy, vy € Ker(7'). Dann gilt
T(avy + bvy) = aTvy + bTvy = a- Oy +b- Oy = Ow.

Ausserdem ist Oy € Ker(T') laut Proposition 3.1.14 und daher ist Ker(7") ein Un-

tervektorraum von V.

(2) Seien jetzt wy, wy € Im(T'). Dann existieren vy, v € V mit Tv; = wy und Ty = wy
laut der Definition von Im(7"). Es gilt

T (avy + bvy) = aTvy + bTvy = awy + bwsy

und daher ist aw; + bws € Im(7T'). Auch hier folgt aus Proposition 3.1.14, dass
Ow € Im(T) ist, da T'(0y) = Oy. Daher ist Im(7") ein Untervektorraum von W.

Dies beweist die Proposition. O

Beispiel 3.2.2 (Kern und homogenene lineare Gleichungssysteme). Sei A € M, 5, (K).
Wir betrachten m, : K™ — K™. Dann gilt

Ker(mga) = Los(A, Ogm).
Das heisst, Ker(m,) sind die Losungen des homogenen linearen Gleichungssystems
Ax =0gm, x€ K".

Ab jetzt werden wir Ker(m,) auch mit Ker(A) bezeichnen.

ZViele Autoren verwenden auch Bild(T) statt Im(T).
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Beispiel 3.2.2 zeigt schon, dass Ker(A) interessant ist. Hier ist noch ein weiterer

interessanter Grund:

Proposition 3.2.3. Sei T eine lineare Abbildung. Dann gelten folgende Aussagen:
(1) T ist injektiv <= Ker(T) = {0y }.

(2) T ist surjektiv <= Im(T) =W.

Beweis. Bemerken Sie zuerst: In (2) gibt es nichts zu beweisen! Wir beweisen also (1):

»,="1 Wir haben schon gesehen, dass Ker(T") die Menge aller Urbilder von Oy, ist.
Das heisst, dass Ker(T') = T~!(0w ). Laut Proposition 3.1.14 ist Oy ein Urbild von Oy .
Da T injektiv ist, hat jedes Element von W hochstens ein Urbild und daher ist

Ker(T) =T (0w) = {Ov}.

»<": Hier brauchen wir die Linearitét. Seien vy,vy € V mit T'(v;) = T(ve). Da T
linear ist, gilt
T(Ul — UQ) = T(Ul) - T(’Ug) = OW

Daher ist vy — vo € Ker(7') und nach Annahme ist Ker(7') = {0y }. Also folgt, dass

v, = vy ist, was die Injektivitat zeigt. O]

Wir kénnen den Sachverhalt in Proposition 3.2.3 vage so ausdriicken:
Hnjektivitat iiberall ist aquivalent zu Injektivitat bei der Null“.

Wir werden sehen, dass es auch andere Eigenschaften ausser der Injektivitat gibt,

die sich ,bei der Null“ iiberpriifen lassen.

Ubung 3.2.4. Verallgemeinern Sie die Resultate dieses Abschnitts: Sei T : V. — W

linear. Zeigen Sie folgende Aussagen:
1. Sei V! C V ein Untervektorraum. Dann ist 7'(V’) ein Untervektorraum von W.

2. Sei W/ C W ein Untervektorraum. Dann ist 7~!(TW’) ein Untervektorraum von
V.3

Definition 3.2.5. Eine lineare Abbildung 7' : V — W nennen wir*

e cinen Isomorphismus, falls T bijektiv ist.

ST=1W) ={veV:Tve W}
4Wir werden folgende Begriffe nicht benutzen, aber andere Autoren definieren auch:

e T heisst Monomorphismus, falls T' injektiv ist.

e T heisst Epimorphismus, falls T surjektiv ist.
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e cinen Endomorphismus, falls W =V ist.
e cinen Automorphismus, falls V' =W und T bijektiv ist.

Falls ein Isomorphismus 7" : V' — W existiert, sagen wir, dass V und W isomorph sind
und schreiben V' = W. Die Menge aller Endomorphismen von V' bezeichnen wir mit
End(V). Das heisst, End(V') := Hom(V, V).

Lemma 3.2.6. Fualls T : V — W ein Isomorphismus ist, dann existiert T~' : W — V.

und ist auch linear.

Beweis. Seien a,b € K und wy,wy € W. Seien vy, v, € V die eindeutigen Urbilder von
wy, wy. Das heisst, dass T'(v;) = w; fiir i = 1,2 oder dquivalent T~ (w;) = v; fiir i = 1,2

gilt. Da T linear ist, gilt
T(avy + bug) = aTvy 4+ bTvy = aw; + bw,.
Das heisst, weil T bijektiv ist, dass
T_l(awl + bws) = avy + buy = aT_l(wl) + bT_l(wg).

Dies zeigt, dass T~ linear ist. O

Ubung 3.2.7. Zeigen Sie, dass ,jsomorph* eine Aquivalenzrelation auf der Menge der

Vektorraume ist.

Lemma 3.2.8. Sei T' : V. — W linear und vy,...,v, eine Basis fir V. Dann gilt
Im(T) = Sp(Tvy,...,Tv,).

Beweis. Eine Gleichheit zwischen zwei Mengen zeigt man, indem man zwei Inklusionen
zeigt.
L2 Fir aq, ..., a, € K gilt

z": a;Tv, =T (i: ain) (3.5)

=1 =1

und daher "  a;Tv; € Im(T).
»,C“ Sei w € Im(T") und v € V mit Tv = w. Da vy,...,v, eine Basis von V ist,

existieren ay,...,a, € K mit v =>"" | a;v;. Jetzt lesen wir Gleichung (3.5) umgekehrt:

w=Tv=T (i: aivi) = Zn: a; Tv;
i=1 i=1

und daher ist w € Sp(T'vy, ..., Tv,). O
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Wir sind jetzt bereit den wichtigsten Satz zu linearen Abbildungen zu zeigen:

Satz 3.2.9 (Rangsatz, Energieerhaltungs-Satz). Sei T : V — W eine lineare Abbildung

zunschen Vektorraumen V' und W, wober V' endlich-dimensional ist. Dann gilt

dim Ker(7') 4+ dim Im(7") = dim V.

Beweis. Sei n = dimV und uy, ..., u; eine Basis von Ker(7'). Mittels Lemma 2.3.14
ergianzen wir uy, ..., u; zu einer Basis von V:
Uy ooy Uk, V1y oo oy Up_k-

Laut Lemma 3.2.8 gilt

Im(T) = Sp(Tuy, ..., Tug, Tvy,...,Tvy_t) = Sp(Tvy, ..., Tvs_p), (3.6)
da Tuy = ... = Tup, = Oy. Wir behaupten, dass Tvy, ..., Tv,_ eine Basis von Im(T")
ist. Dazu miissen wir nur zeigen, dass T'vy, ..., Tv,_; linear unabhéngig sind. (Wieso?

Wegen (3.6)!)
Seien also aq,...,a,_; € K mit Z?;lk a;Tv; = Oy. Da T linear ist, gilt

n—k n—k
T (Z Clﬂ)i) == Z aiTvi == OW

i=1 =1

Also ist Zfz_lk a;v; € Ker(T). Daher existieren by, ..., b, mit

n—Fk k
E a;V; = E blul
i=1 i=1

beziehungsweise
n—k k
E a;v; + E <—b1)uz = Ov.
i=1 i=1
Weil uy, ..., Uy, v1,...,0, ) eine Basis von V ist, impliziert das
ag=...= Q- =—by=...=—=b,=0.
Also ist insbesondere a; = ... = a,_; = 0 und daraus folgt, dass Tvy,...,Tv,_ eine

Basis von Im(7T) ist. Dies zeigt, dass

dimIm(7T) =n — k.
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Also gilt
dimV =k + (n — k) = dim Ker(T') + dim Im(7")

per Definition von n und & als n = dim V' und k = dim Ker (7). O

Bemerkung 3.2.10. Ich stelle mir Satz 3.2.9 immer als ,Energieerhaltungs-Satz* vor:
Der Vektorraum V' hat n = dim V' Dimensionen/Energie zu geben. Die Abbildung T
gibt einige dieser Dimensionen dem Bild Im(7") und die restlichen Dimensionen miissen

dann im Kern Ker(7T) verschwinden.

Korollar 3.2.11. Sei T : V. — W eine lineare Abbildung. Dann gelten folgende Aus-

sagen:
(1) Falls dim W < dim V', dann ist T nicht injektiv.
(2) Falls dim W > dim V', dann ist T' nicht surjektiv.

(3) Falls dim W = dim V', dann gilt

T ist bijektiv <= T ist injektiv <= T ist surjektiv.

Beweis. (1) Hier hat V' zu viel , Energie*: V' kann W nur dim W Dimensionen ,,geben*
und daher muss 7' einige Dimensionen an den Kern abgeben. Also ist der Kern
nicht trivial. Laut Proposition 3.2.3 ist 7" dann nicht injektiv.

Hier ist eine rigorose Version: Da Im(7T") ein Untervektorraum von W ist, gilt
dimIm(7") < dim W < dim V. Laut Satz 3.2.9 folgt dann, dass

dim Ker(7T') = dimV — dim Im(7") > 0.

Laut Proposition 3.2.3 ist T dann nicht injektiv.

(2) Energie-Erhaltungs-Version: Im(7") braucht dim W Dimensionen, damit 7" surjektiv
sein kann. Aber dim V' hat nicht genug Energie, da dim V' < dim W.

Rigorose Version: Laut Satz 3.2.9 gilt
dimIm(7) = dimV — dim Ker(7) < dim V' < dim W.

Also folgt aus Proposition 3.2.3, dass T" nicht surjektiv ist.
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(3) Wir miissen nur zeigen, dass T injektiv ist genau dann, wenn 7" surjektiv ist. (Wie-

s0?) Ohne viele Worte gelten die Aquivalenzen:

T ist injektiv | P%E0% > Ker(T) = {0} <= dimKer(T) = 0

SUBLY Qim V = dim Im(T)

AL Qi W = dim Im(T)
— W =Im(T)

<= T ist surjektiv.

Dies zeigt das Korollar. O]

Lemma 3.2.12. Seien T :V — W und S : W — U lineare Abbildungen. Dann ist die
Verkettung S oT : V — U auch linear.

Beweis. Seien o € K und vy,v, € V. Es gilt

T linear

SoT(vy+wve) =" S(Tv+ Tvs) Simear g T(vy) 4+ S oT(vg).

Ahnlich folgt, dass
SoT(aw) = S(aTv) = a(SoT(v)).

Dies beweist das Lemma. O

Ubung 3.2.13. Es gibt auch eine andere Beweis-Strategie fiir Satz 3.2.9:
Man fingt mit einer Basis vy,...,vx von Ker(7) und einer Basis wy,...,w; von

Im(7") an. Dann wahlt man beliebige u1,...,u; € V mit
Tui = Ww;

fiir ¢ = 1,...,l. Man zeigt dann, dass vy,..., v, uq,...,u; eine Basis von V ist. Der
Satz folgt somit.

Fiihren Sie diese Strategie aus!

Als ob es einfach wére und nicht so wichtig, folgt jetzt nichtsdestotrotz eines der

wichtigsten Resultate der linearen Algebra.

Korollar 3.2.14. Zwei endlich-dimensionale Vektorraume V und W sind genau dann
1somorph, wenn dimV = dim W.

Beweis. ,=“: Falls T : V — W ein Isomorphismus ist, dann folgt aus Proposition 3.2.3,
dass Ker(7T') = {0} und W = Im(7T"). Daher impliziert Satz 3.2.9, dass

dimW =dimIm(7") = dimV — dim Ker(T") = dim V.
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,<="*: Falls dimV = dim W ist, seien (vy,...,v,) eine Basis von V und (wy,...,w,)

eine Basis von W. Wir definieren mittels Satz 3.1.15 die (eindeutige) lineare Abbildung
T:V—->W mit T(vy)=w;.

Laut Lemma 3.2.8 ist T" surjektiv und aufgrund der Annahme dimV = dim W ist T
dann auch injektiv (mit Hilfe von Korollar 3.2.11 (3)). Daher ist T" ein Isomorphismus.
[

Fiir spater brauchen wir noch eine kleine Definition:

Definition 3.2.15. Sei T': V — W eine lineare Abbildung. Der Rang von T ist
Rang(7') := dim Im(7).

Ubung 3.2.16. Seien T : V — W und S : W — U zwei lineare Abbildungen zwischen

endlich-dimensionalen Vektorrdumen U,V und W. Zeigen Sie folgende Aussagen:
(1) Es gilt Rang(S o T') < min{Rang(T"), Rang(S)}.

(2) Falls S injektiv ist, dann ist Rang(S o T") = Rang(T).

(3) Falls T surjektiv ist, dann ist Rang(S o T') = Rang(S).

(Hinweis: Betrachten Sie S|imr).)

3.3 Koordinaten fiir Vektorraume und lineare Abbil-

dungen

Alle Vektorrdume in diesem Abschnitt sind endlich-dimensional. In diesem Abschnitt
werden wir ein bisschen mehr Information beziiglich Korollar 3.2.14 geben: Ein Vektor-
raum V iiber K mit dim V' = n ist isomorph zu K".

Fiir den Beweis und auch fiir spater miissen wir Koordinaten definieren. Dazu miissen

wir an Basen als geordnete Mengen denken, das heisst, als eine Liste der Form vy, ..., v,.
Dafiir schreiben wir B = (vy, ..., v,), wenn B eine geordnete Basis ist, welche durch die
Liste vy, ..., v, definiert ist.

Definition 3.3.1. Sei V' ein Vektorraum mit Basis B = (vy,...,v,) und sei v € V.

Wir definieren den Koordinaten-Vektor von v beziiglich der Basis B als

ai

[v]s =
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wobei ay, ..., a, € K sind mit v = a;v; +. ..+ a,v,. Da B eine Basis ist, sind a4, ..., a,
eindeutig definiert, und daher ist [v]z wohl-definiert.
Die Abbildung

OV = K" v [v)p

nennen wir die Koordinaten-Abbildung beziiglich B.
Proposition 3.3.2. Die Abbildung ®p ist linear und bijektiv.

Beweis. Man kann Satz 3.1.15 verwenden, um zu zeigen, dass ®z die eindeutige lineare
Abbildung mit T'(v;) = e¢; € K™ ist, wobei e, ..., e, die Standard-Basis von K" ist.

Wir geben stattdessen einen direkten Beweis. Seien a,b € K und v,v" € V. Wir

schreiben
V= a1V + ...+ QpUy,
v’:blv1+...+bnvn
womit
aj by
[v]s = , Vs =
Qn by,
Dann gilt
av + bv' = (aay + bby)vy + ... + (aa, + bb,)v,
und daher
aaq + bby ay by
Pp(av +bv') = [av + b'|g = : =al| | +0b] i | =aPs(v) + bPs().
aa,, + bb, an b,

Dies zeigt die Linearitiat von ®p.
Die Bijektivitat folgt, da B eine Basis ist. (Wieso? Benutzen Sie die Eindeutigkeit —
Proposition 2.2.35.) O

Es ist niitzlich zu bemerken, dass die Inverse

e
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durch

ai
-1 .
(g )l =avi . any,

Qn

gegeben ist.

Beispiel 3.3.3. Sei B = <<1> , < 11>> eine Basis von Q? und £ = ((é) , (2))

die Standardbasis. Dann ist beispielsweise

0 = [

]
N—

Allgemein ist

(Wieso?)

Beispiel 3.3.4. Sei V = K[X|3 und B = (1, z, 2%, 23) die Standard-Basis und
C=lz+1,2°+a2+1,2° +2° + 0 +1)

eine andere Basis. Sei p = ag + @17 + a2z? + asx® ein beliebiger Vektor. Beziiglich der

Standard-Basis ist das Leben einfach: Man sieht gleich, dass

ao 0

a 0
=] | wd [+ =

(05} —1

as 1
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In diesem Beispiel kann man auch deutlich den Einfluss der Reihenfolge sehen. Zum
Beispiel gilt fiir B' = (2%, 22, z,1) und B” = (1,22, 23, x), dass

as Qo
[p] B = a2 und [p] B! — a2
ay as
Qo aq

Fiir [p]c miissen wir etwas rechnen. Hier ist die Antwort:

g — ap
ay — a2
[ple =
Gz — a3
as

Bemerkung. ®5 ist die eindeutige lineare Abbildung von V nach K", die durch Satz
3.1.15 mit der Bedingung ®5(v;) = ¢; € K™ definiert ist, wobei B = (vy,...,v,) und
(é1,...,e,) die Standard-Basis von K" ist.

In Ubung 3.2.7 haben wir gesehen, dass ,isomorph sein“ eine Aquivalenzrelation
auf der Menge aller Vektorrdume ist. Korollar 3.2.14 besagt, dass die Dimension aller
Elemente einer Aquivalenzklasse gleich ist. Jetzt konnen wir sogar einen Reprisentanten

fir die Aquivalenzklasse finden:

Satz 3.3.5. Sei V' ein Vektorraum dber K mit dimV = n € N U {0}. Dann ist V
1somorph zu K™.

Beweis. Sei B eine Basis von V. Dann ist die Abbildung
q)g V—-K"

ein Isomorphismus. [

Bemerkung 3.3.6 (Nebenbemerkung). Die Abbildung ®5 ist nicht-kanonisch. Fiir ihre
Definition miissen wir eine Wahl treffen (die Wahl von B). Vergleichen Sie dies mit der

Konstruktion der Quotienten-Abbildung am Ende dieses Kapitels.

Die Koordinaten-Abbildung bringt uns zu unserer néchsten Frage:
Seien V und W zwei Vektorraume mit dimV =nund dimW =m. SeiT:V — W
eine lineare Abbildung. Wir wahlen Basen B C V und C C W und betrachten das

Diagramm:
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T
% W
<1>61T l@c
Kn ______ > m
<I>COTO<I>B1

Laut Lemma 3.1.18 ist die lineare Abbildung ®c o T o ®;' : K" — K™ durch
eine Matrix A € M,,x,(K) darstellbar. Das heisst, es existiert eine eindeutige Matrix
A € My wn(K), so dass

V—L w

wl e

K'—— — = K™
ma

kommutiert. Das heisst, dass $¢ o1 o @gl = my gilt.

Toll. Aber ich habe jetzt noch viele Fragen:

(1) Wie kann ich A berechnen?
(2) Wie sieht A beziiglich verschiedenen Basen aus? (3.7)
(3) Wie sieht die Matrix einer Verkettung aus?

Gibt uns die Verkettung eine Mdoglichkeit Matrizen zu multiplizieren?

Diese Fragen fiihren uns zu einem neuen Abschnitt!

3.3.1 Matrizen und lineare Abbildungen

Die erste der vorherigen Fragen konnen wir gleich beantworten. Wir miissen einfach
der Definition folgen.

Sei T : V' — W eine lineare Abbildung, B = (vq,...,v,) eine Basis des Vektorraums
V und C = (wy, ..., w,) eine Basis des Vektorraums W. Wir betrachten

\/\
v, €V £l W > T

C ]%1 @cj 1 | (3.8)

€; EKR__%Z = K™ > [TUi]C

fir A € M,,x,(K) wie oben.
Was geschieht mit der Standard-Basis ey, ..., e, € K", wenn wir ®coT o CIDEI darauf
anwenden? Fir i € {1,...,n} gilt

Do oT odg'(e;) = D¢ o T(v;) = (T (v;)) = [T(vs)]e-
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Dies bedeutet, dass my die (eindeutige) lineare Abbildung ist mit ma(e;) = [T'(v;)]c.
Laut Lemma 3.1.18 heisst das, dass

A= [T@le - [T | € MuxalK). (3.9)

Anders gesagt, ist

A = (aij)1<i<m
125<n

mit Eintragen a,; € K, die durch die Gleichung

T(vj) = ajjwy + -+ + QpjW, = Zaijwi firj=1,...,n (3.10)
i=1

definiert sind.

Dies beantwortet Frage (1). Wir fassen zusammen:

Definition 3.3.7. Die Matrix A wie in (3.9) heisst die Darstellungsmatriz von T

beziiglich der Basen B und C und wird mit [T]5 notiert.
Wir haben bewiesen:

Proposition 3.3.8. Sei T': V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei Vektorrdiu-
men V und W. Ser B eine Basis von V und C eine Basis von W. Fiir jedes v € V.

qgilt
[T1¢[v]s = [Tv]e. (3.11)
Beweis. Gleichung (3.11) ist dquivalent dazu zu sagen, dass das folgende Diagramm
kommutiert:
veV 4 W s w
( l %L ﬁ . (3.12)
[v]g € K" K™ 3 [wle

C

Oder anders gesagt, (3.11) ist dquivalent zu ®¢ o T = mypps © @p. Dies ist jedoch
aquivalent zu
m[T]g = q)c oT o @gl (313)

Wir haben aber [T]5 genau so definiert, dass (3.13) gilt (vgl. Diagramm (3.12)). O

Man sollte dariiber so nachdenken: Durch die Beschreibung von V' durch B und W
durch C sieht T' wie Multiplikation mit [T]5 aus (vgl. Epilog Kapitel 2).

Beispiel 3.3.9. Falls &, die Standard-Basis von K™, &,, die Standard-Basis von K™
ist und A € M5, (K), dann gilt allgemeiner

[mA}?‘m = A.
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Beispiel 3.3.10. Betrachten wir noch einmal die Ableitungsabbildung
D : K[x]s — K|z]y

und seien & = (1,z,2% 2%) die Standard-Basis von K[z|3 und & = (1,z,2?) die

Standard-Basis von K|[z],. Dann gilt

=0-1+0-2+0-2°
=1-14+0-2+0-2?
r=0-142-240-2°
2> =0-1+0-243-27

S O
—~
&
no
—_— — ~— ~—
I
w N = O

und daher ist

Falls man D als einen Endomorphismus von K[z]|3 betrachtet, das heisst als eine Ab-
bildung D : K[z]3 — K|z|3, dann ist

o O O O
o O O =
o O N O
o w o O

Ubung 3.3.11. Berechnen Sie [D]S, [D]§ und [D]5, wobei C und B wie in Beispiel
3.3.4 sind.

Die Matrizen [D]4’ fiir verschiedene Basen .A und A’ sind im allgemeinen verschieden,
rithren aber alle von der Abbildung D her. Sie sind ,verschiedene Beschreibungen* von
D beziiglich verschiedenen Basen. Was haben sie gemeinsam? Wie sind sie miteinander
verbunden? Diese Fragen héngen beide mit Frage (2) in (3.7) zusammen.

Fiir Frage (2) sagen wir jetzt nur, dass die Matrix [T]% stark von der Wahl von B
und C abhingt, mehr Informationen geben wir spéater. Wir mochten als néchstes Frage
(3) beantworten.

Dazu machen wir aber erst eine Pause, um Matrizen zu besprechen und vor allem

um die Matrixmultiplikation einzufiihren.

3.3.2 Matrizen

Wie wir spéter sehen werden, wird uns die Definition der Matrixmultiplikation durch
die Antwort auf Frage (3) in (3.7) ,gegeben®. Ich finde es nichtsdestotrotz verwirrend
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die Matrixmultiplikation auf diese Art einzufiihren. Deshalb werden wir die Geschich-
te anders erzéhlen: Wir werden die Matrixmultiplikation einfach definieren und dann
zeigen, dass uns dies eine Antwort auf Frage (3) in (3.7) gibt.

Erinnerung: M,,«,(K) bezeichnet die Menge aller Matrizen mit m-Zeilen und
n-Spalten und Eintrédgen in K. Die Menge M,,«,(K) ist ein Vektorraum mit der Ad-
dition

(aij)1<i<m + (bi)i<i<m = (@i + bij)i<i<m
1<j<n 1<j<n 1<j<n
und mit der Skalarmultiplikation

a - (az‘j)1gigm = (Oéaz‘j)léism
1<j<n 1<j<n

fir o € K.

Definition 3.3.12. Seien m,n,p € N. Die Matrixmultiplikation ist die Abbildung

ot Mipn () X Moy (K) = My (K),

(A, B) = ((aij)lsz‘gm (bij)lﬁién) — A- B,

1<j<n 1<j<p

wobel A - B = (¢;j)1<i<m mit
1<j<p

Cij = ainbij + ... ainbyj = Z @i byj. (3.14)
k=1

Wir schreiben oft AB statt A - B.

Bemerkung 3.3.13. e Merken Sie sich: AB ist nur dann definiert, wenn die Anzahl
der Spalten von A der Anzahl Zeilen von B entspricht.

e Die Formel in (3.14) ist nicht sehr iibersichtlich, aber von einem theoretischen

Blickwinkel aus wichtig. Die folgende Darstellung ist iibersichtlicher:

J-te Spalte
b1;

b nj

{

i-te Zeile (@1 - .- aim) — Cee Gy
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bll bl2 b13
621 b22 b23

Zum Beispiel,

aix a2 U co O

g1 Q922 O O ]
_>

azp Aas2 U o cs

ag1 Qg2 o 0O O

Beispiel 3.3.14. Seien

3 21 L2

A:( ) und B=10 1
1 0 2

4 0

Dann berechnen wir Schritt fiir Schritt jeden Eintrag:

12
2 1 142.041-4
A_B:<3 ) ) :<3 1204 *>:<7 *>
1 0 2 * * * %
40
12
<3 2 1) . _(7 3~2+2.1+1.o>_<7 8)
1 0 2 o\ x * I R
4 0
12
3 21 01l - 7 8\ (7 8
1 0 2 Lo S\l 40-142-4 %) \9 «
12
321 0 (7 8 (78
10 2 L0 “\9 1-2+40-1+2-0/ \9 2/

Ubung 3.3.15. In diesem Fall ist auch BA definiert. Berechnen Sie diese Matrix!
Beispiel 3.3.16 (Spezialfille und Tricks). Wir betrachten einige Beispiele:

(1) Seien A € Mpun(K) und v € M1 (K). Dann ist AB € M5 (K). Wenn wir
My (K) mit K§ ., = K" identifizieren, entspricht v einem Spaltenvektor und
Av € My (K) =2 KE ). Das Produkt Av € K}, ist genau das Produkt, das wir

in (2.3) definiert haben.
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(2) Ahnlich gilt fiir A € M,,x,(K) und w € M, (K), dass wA € M., (K). Wenn
wir My, (K) mit K7%, = K™ identifizieren, entspricht w einem Zeilenvektor und
das Produkt wA € K7, ebenfalls einem Zeilenvektor. Dies definiert ein Produkt

zwischen einem Zeilenvektor und einer Matrix.

(3) Wenn man die Spezialfille (1) und (2) gut beherrscht, dann kann man diese auch

fiir ein allgemeines Produkt AB verwenden: Fiir

— u — | |
A= und B = wy e Wy,
— Um — | |
gilt
| | | |
AB:A. w1 - Wy = Awl e Awn
| | | |
beziehungsweise
— U1 — — UlB —
AB = : -B = :
— Uy — — v, B —
(4) Seien
b
v="(a1,...,a,) € Mixn(K) und w= | : | € My (K).
bn
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Dann ist vw € M (K). Wenn wir My (K) mit K identifizieren, dann heisst

dieses Produkt das Skalarprodukt von v und w. Dieses Produkt berechnet sich als

by
vw = (ay,...,a,) | + | =aiby + ...+ a,by,.

by

Viel weniger wichtig ist das Produkt wv € M., (K). Dies berechnet sich als

by bia; --- biay,
wo= |1 |(ay,...,a,) = : : = (a;jbi)1<ij<n-

bn bnal bnan

Beachten Sie, dass wv auch fiir w € M,,»;(K) und v € M, (K) definiert ist. In
diesem Fall ist wv € M5, (K).

Hier ist eine wichtige Matrix und Notation:

Definition 3.3.17. Wir definieren das Kronecker-Delta als

1, falls i = j
0, falls ¢ # 7

Hier gehodren 7, 7 normalerweise zu irgendeiner Indexmenge.

Wir definieren die Einheitsmatriz I, fir n € N als

I = (0i)1<i<n € Myxn(K).

1<j<n
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Zum Beispiel ist

Proposition 3.3.18. FEs gilt:
(1) Fir A€ Myun(K), B € Myyp,(K) und C € My, (K) gilt
(AB)C = A(BC).
Das heisst, dass die Matrizmultiplikation assoziativ ist.
(2) Fir A, B € Myxn(K) und C € M,«p,(K),C" € Myxm(K) gilt
(A+ B)C = AC + BC
C'(A+B)=C'A+(C'B.
(3) Fir alle A € Mpy,xn(K) gilt
I,A=A
Al, = A.
(4) Fir alle o € K, A € Myun(K) und B € M,y,(K) gilt

a(AB) = («¢A)B = A(aB).

Beweis. All diese Eigenschaften folgen aus einer entsprechenden Berechnung. Dies ist
insbesondere richtig fiir (1), aber die Berechnung ist wirklich nicht angenehm. Nachdem
wir eine Verbindung zwischen Matrixmultiplikation und Verkettung herstellen (Lemma
3.3.29), konnen wir aus der Tatsache, dass die Verkettung von Funktionen assoziativ
ist, herleiten. O

Bemerkung 3.3.19. Die Menge M, (K) fiir n € N ist laut (1), (2) und (3) in Pro-
position 3.3.18 ein Ring mit [, als Eins. Bemerken Sie, dass dieser Ring fiir n > 2

nicht-kommutativ ist, da normalerweise
AB # BA

gilt. Zum Beispiel gilt
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o) =G 6060

Unter anderem motiviert Bemerkung 3.3.19 die folgende Definition:

Definition 3.3.20. Sei n € N. Eine Matrix A € M, (K) heisst invertierbar, falls eine
Matrix B € M, «,(K) existiert, so dass

AB=1, und BA=1,

gilt. Die Matrix B heisst die Inverse von A und wird mit A~! notiert. Die Menge aller

invertierbaren Matrizen in M,,«,(K) bezeichnen wir mit
GL,(K) oder GL(n,K)

und nennen sie die allgemeine lineare Gruppe iber K (von Grad n).

Proposition 3.3.21. Die allgemeine lineare Gruppe ist eine Gruppe beziiglich Matriz-

multiplikation.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass die Matrixmultiplikation eine Verkniipfung auf GL,,(K)
induziert. Das heisst, dass AB € GL,(K) ist fir A, B € GL,(K).
Seien also A, B € GL,(K) und C,D € M, «,(K) mit

AC=CA=1,
BD =DB = 1I,.

Dann gilt

(AB)(DC) = A(BD)C = AI,C = AC = I,
(DC)(AB) = D(CA)B = DI,B = DB = I,,.

Also folgt, dass AB € GL,(K).
Die Einheitsmatrix I, € GL,(K), da

und damit ist [,, invertierbar. Des Weiteren ist die Einheitsmatrix das neutrale Element.
Laut Proposition 3.3.18 (1) ist die Matrixmultiplikation assoziativ.

Wenn A € GL,(K) ist, dann ist auch A~! € GL,(K), da A eine Inverse von A™!
ist. Daher hat jedes Element A € GL,,(K) eine Inverse in GL, (K). O

Korollar 3.3.22. (1) Die Inverse von A ist eindeutig definiert.
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(2) Es gilt (A~1)"! = A.
(3) Es gilt (AB)™' = B~1A™L.
Beweis. Diese Tatsachen haben wir fiir alle Gruppen bewiesen. O

Beispiel 3.3.23 (Inverse und lineare Gleichungssysteme). Bevor wir zu linearen Ab-
bildungen zuriickkehren, erklaren wir kurz, wieso die Inverse interessant ist.
Seien A € M,,»,, und z,b € K", so dass

Az =b. (3.15)

Wir nehmen an, dass A invertierbar ist, und dass wir die Inverse A~! kennen. Dann
kénnen wir das lineare Gleichungssystem (3.15) in einer Sekunde durch Matrixmulti-

plikation 16sen: Wir multiplizieren (3.15) mit A~! von der linken Seite und erhalten:
v=1Ix=(A"A)r=A"(Az) = A"'b.

Das heisst, die Losung von (3.15) ist in diesem Fall A~'p!

Korollar 3.3.24. Sei Az = b ein lineares Gleichungssystem mit A € M, x,(K). Falls
A € GL,(K) ist, dann hat Az = b fir jedes b € K™ eine eindeutige Losung x (ndmlich
r=A"b)

Bemerkung 3.3.25. Spéater werden wir beweisen, dass auch die Umkehrung von Korollar
3.3.24 gilt.

Fiir spater miissen wir auch noch verstehen wie Transposition und Matrixmultiplika-
tion in Verbindung stehen. Dies ist eine wirklich gute Ubung um Matrixmultiplikation

zu iiben, deshalb lassen wir sie als Ubung fiir die Leser:

Ubung 3.3.26. (1) Sei A € M,,,(K) und B € M,,,(K). Dann gilt
(AB)T = BT AT,
(Beachten Sie, dass AT BT im Allgemeinen gar nicht definiert ist!)
(2) Sei A € GL,(K). Zeigen Sie, dass
AT € GL,(K)

ist und dass

(AT)—l _ (A_I)T.

Bevor wir wieder zu Darstellungen von linearen Abbildungen zuriickkehren, definie-

ren wir einige Familien von Matrizen, welche wir spéter brauchen werden.

114



Kapitel 3.3 Koordinaten fiir Vektorrdume und lineare Abbildungen

Definition 3.3.27. Eine Matrix A = (a;;) € M, (K) heisst
e obere Dreiecksmatriz, falls fiir alle 1 <i,5 <ngilt:¢>j = a;; =0.
o untere Dreiecksmatriz, falls fiir alle 1 <4,j < n gilt: 1 < j = a;; = 0.
e diagonal, falls fiir alle 1 <4,j7 <ngilt: i # j = a;; = 0.
Das folgende Lemma folgt direkt aus der Definition der Matrixmultiplikation:

Lemma 3.3.28. Seien A, B diagonale (bzw. obere Dreiecks-, bzw untere Dreiecks-)

Matrizen. Dann ist AB auch wieder eine diagonale (bzw. obere Dreiecks-, bzw. untere
Dreiecks-) Matriz.

3.3.3 Zuriick zu Darstellungen linearer Abbildungen

Die Buchstaben V, W und U bezeichnen in diesem Abschnitt immer endlich-dimensi-
onale Vektorraume iiber K. Das folgende grundlegende Lemma beantwortet Frage (3)
in (3.7) und zeigt, dass die Definition der Matrixmultiplikation nicht vom Himmel
fallt, sondern einfach von der Darstellung der Verkettung zweier linearer Abbildungen

gekommen ist.

Lemma 3.3.29. Seien V.W und U dre: endlich-dimensionale Vektorrdume tiber K
mit jeweiligen Basen A = (vy,...,0p),B8 = (wi,...,w,) und C = (uy,...,u,). Wir
betrachten T'€ Hom(V, W) und S € Hom(W,U). Dann gilt

[So T = [S]¢ - [T]5,
wobei - die Matrixmultiplikation bezeichnet.
Beweis. Der folgende Beweis ist eine sehr gute Indizes—Ubung. Seien
[T15 = (ai)ijs  [SI€ = (bij)i; wnd  [SoTIE = (ciy)y

(Uberlegen Sie sich, welche Werte die Indizes i und j fiir die jeweiligen Matrizen an-

nehmen.) Diese Matrizen sind durch

n

T(vj) = arjwy + ... apjw, = Zakjwk fir j=1,...,m, (3.16)
k=1
p
S(UJJ) = bljul + ...+ bpjup = Z szul fir j = 1, .o, n, (317)
i=1
p
(SOT)(Uj) :clju1+...+cpjup: Zcijui flll'] = 1,...,TTL (318)
=1
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definiert.” Aber (S o T)(v;) konnten wir auch durch (3.16) und (3.17) noch anders

ausdriicken. Fiir j = 1,...,m gilt:
n n n p
(3.16) Linearita (3.17)
(SoT)(v;) ="8 (Z akjwk) = Zakjs(wk) = Z Qg (Z bz’k“z‘)
k=1 k=1 k=1 i=1
n p
=D D axsbist

k=1 i=1
p n
D 9) S
i=1 k=1
Dabher folgt (Wieso? Vgl. (3.18)), dass
Cij = Z bik;
k=1
beziehungsweise C' = BA, was wir zeigen wollten. O]

Dies beantwortet Frage (3) in (3.7), aber auch eine Antwort auf Frage (2) folgt jetzt

mittels einem kleinen Trick mit der Identitdtsabbildung.

Korollar 3.3.30. Sei T' € Hom(V, W), B, B’ zwei Basen von V und C,C’ zwei Basen
von W. Dann gilt

/

[T18 = [Idw]% [T18 [1dv]E. (3.19)

Beweis. Aus zweifacher Verwendung von Lemma 3.3.29 folgt, dass die rechte Seite von
(3.19)
[Idy oT o Idy]5 = [T75 .

ist. O

Matrizen der Form [Idy]% heissen Basiswechselmatrizen. Wir haben noch mehr In-

formation beziiglich solcher Matrizen:

Korollar 3.3.31. Seien B und B' zwei Basen von V und n = dim V. Dann gilt, dass
[Idy]5 € GL,(K).
Das heisst, dass [Idy]5 invertierbar ist. Ausserdem gilt

([tdv]E) ™ = [dv]g.

SWieso wir die erste Summe mit Indizes k summieren und die restlichen beiden mit ¢ wird spéter
klarer werden.
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Beweis. Laut Lemma 3.3.29 gilt

[Idy )5, - [Idy]5 = [Idy o Idy]3 = [Idy]5

/

[Idy]g - [Idv]5 = [Idy oldy]g = [Idv]Z.
Es folgt aber aus der Definition, dass
[ldy]é = I,

fir jede Basis C von V' (Wieso?). Das Korollar folgt. O

Unter Benutzung der vorherigen Korollare erhalten wir folgendes Resultat fiir En-

domorphismen:

Korollar 3.3.32. Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit zwei Basen B und
B und T € End(V'). Dann gilt

[T]5 = [dv]g [T)5 1dv]g = (Mdv]5)~ [T]5 Mdv]E - (3.20)

Beweis. (Wieso? Benutzen Sie die Korollare 3.3.30 und 3.3.31.) O

Bemerkung. Fiir T € End(V) schreibt man manchmal [Tz := [T]%.

Wir kénnen uns nun die Assoziativitdt der Matrixmultiplikation neu anschauen
(vgl. Proposition 3.3.18 (i)).

Korollar 3.3.33. Seien A € M,,x,(K) und B € M,y,(K), dann gilt
mMaomp = 1MARB.

Beweis. Sei &, die Standard-Basis von K™. Dann gilt laut Beispiel 3.3.9 und Lemma
3.3.29, dass

[maomplg, = [malg, lmpg, = AB.
Aus Proposition 3.3.8 (und Beispiel 3.3.9 mit n = 1) folgt, dass fiir jedes v € K?
maomp(v) =[maomp(v)le, = [ma omB]?T’n[v]gp = AB[vlg, = (AB)v

gilt. Dies scheint als eine Art Tautologie, weil Assoziativitdt, Lemma 3.3.29 und Pro-
position 3.3.8 in der Tat eng miteinander verbunden sind. Also gilt my4 o mp = mag
als Abbildungen von K? nach K™. O]

Korollar 3.3.34. Matrixmultiplikation ist assoziativ.
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Beweis. Seien A € My, (K), B € Myy,(K), C € My, (K) und sei & die Standard-

Basis von K'. Da Verkettung von Funktionen assoziativ ist, gilt

(AB)C = [maplg [mcle! = [ma o mplg [mc]e! = [ma o mp o melg

= [malg: [mp o melg!
= [malg, [nacls, = A(BC).
Das Korollar folgt. O
Gleichungen (3.19) und (3.20) motivieren die folgende Definition:
Definition 3.3.35.

e Zwei Matrizen A, B € M,,«,(K) heissen dquivalent, falls es P € GL,,(K) und
Q € GL,(K) gibt, so dass
PAQ = B.

e Zwei Matrizen A, B € M,,«,(K) heissen dhnlich, falls es P € GL,(K) gibt, so
dass
P'AP = B.

Ubung 3.3.36. Zeigen Sie, folgende Aussagen:
e Aquivalenz ist eine Aquivalenzrelation auf M,,,,(K).
e Ahnlichkeit ist eine Aquivalenzrelation auf M, ., (K).

e A ist dquivalent zu B genau dann, wenn es Vektorrdume V, W, T € Hom(V, W)
und Basen B, B C V, C,C' C W gibt, so dass

A=1[T)5 und B=[T)5.

e A ist dhnlich zu B genau dann, wenn es einen Vektorraum V', 7' € End(V') und
Basen B, B’ C V gibt, so dass

A= [T]B und B = [T]B"

Um den Namen , Ahnlichkeit* zu rechtfertigen werden wir sehen, dass dhnliche Ma-
trizen tatséchlich vieles gemeinsam haben. Einen einfachen Représentanten fiir jede
Aquivalenzklasse beziiglich Ahnlichkeit auf M, ,(K) zu finden ist jedoch schwierig
und wird uns noch in der Linearen Algebra II beschéftigen. Wir kénnen hingegen pro-
blemlos fiir die Aquivalenzrelation ,,Aquivalenz* auf M, (K) einfache Reprisentanten

fir die Aquivalenzklassen finden.
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Sei D, = (d;j)ij € Myxn(K) die Matrix mit

dij = O, falls ¢ 7é]
diizl, fallslgzgr

d; =0, falls r < i

Das heisst, dass

]7’ Orn—r
Dr - <O ’ ) S Man(K>,

m—r,r Om—r,n—r

wobei 05 € M (K) die Nullmatrix ist.

Proposition 3.3.37. Se: T € Hom(V, W) mit® Rang(T) = r. Dann existieren Basen
B von V und C von W, so dass

[71¢ = D,
Beweis. Im Beweis des Rangsatzes 3.2.9 haben wir eine Basis B = (w1, ..., w,, uq, ..., ug)
von V gefunden, so dass
Tui=...=Tu, =0
und C' := (Twy,...,Tw,) eine Basis von Im(7") ist. Sei C eine Ergénzung von C’ zu

einer Basis von W. Beziiglich B und C gilt

(Wieso?) O

Lemma 3.3.38. Sei A € M,,,«,(K). Dann gilt

SR(A) = Im(my).
Beweis. Dies folgt aus Lemma 3.1.18 und Lemma 3.2.8. (Wieso?) O
Proposition 3.3.39. Sei A € M,,x,(K). Dann ezistieren P € GL,,,(K) und Q €

GL,(K) mit
PAQ:DT:< I, Or,n—r )7

Om—r,r Om—r,n—r

wobei r = Spaltenrang(A).
Beweis von Proposition 3.3.39. Aus Beispiel 3.3.9 wissen wir, dass

[male = A,

SErinnerung: Fiir 7' € Hom(V, W) ist Rang(T) = dim Im(T).
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wobei &,,&,, die entsprechenden Standard-Basen sind von K™ und K™ sind. Laut

Proposition 3.3.37 existieren Basen B von K™ und C von K™, mit
[Idgem]&m [ma)e [dga]E = D,.
Wir setzen
Pi=[ldgn)e" und Q:= [Idg«J3

was zeigt, dass

PAQ = D,.
O

Korollar 3.3.40. Es gibt min(m,n) + 1 Aquivalenzklassen beziiglich der Aquivalenzre-

lation Aquivalenz auf My, (K) mit D, firr =0,...,min(n,m) als Reprdsentanten.

Einige Autoren (Vgl. Fischer |7, S. 161]) nennen diese Reprisentanten D, Normal-
formen. Dies ist nicht so geldufig und man sollte dies nicht mit der sogennanten Jordan-
Normalform verwechseln (diese werden wir in der Linearen Algebra II kennenlernen und

ist verbunden mit Reprisentanten von Aquivalenzklassen beziiglich Ahnlichkeit).

Bemerkung 3.3.41. In Kiirze werden wir beweisen, dass Spaltenrang(A) = Zeilenrang(A)
(vgl. Korollar 2.3.28). Daher kénnte man r = Spaltenrang(A) = Zeilenrang(A) in Pro-
position 3.3.39 schreiben. Damit kénnte man Korollar 3.3.40 auch so ausdriicken: Zwei

Matrizen sind genau dann dquivalent, wenn sie denselben Rang haben.

Korollar 3.3.42. Sei T : V — W ein Isomorphismus und B CV,C C W zwei Basen.
Dann gilt

Insbesondere ist [T5 invertierbar.

Beweis. Sei n = dimV = dim W. Laut Lemma 3.3.29 gilt

[T5 (71 = [T o TN = [1dv]§ = I
[T [T715 = [T o T = dwle = I..

Das Korollar folgt. O

3.4 Spaltenrang ist gleich Zeilenrang

Satz 3.4.1. Sei A € My,«n(K). Dann gilt

Spaltenrang(A) = Zeilenrang(A).
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Dank diesem Satz konnen wir definieren, dass
Rang(A) = Spaltenrang(A) = Zeilenrang(A).

Laut Abschnitt 2.3.3 stimmt diese Definition mit der Definition als die Anzahl der
Pivots in einer Stufenform Matrix, die zeilendquivalent ist zu A iiberein.

Fiir den Beweis von Theorem 3.4.1 brauchen wir einige Lemmas. Erinnern Sie sich
an Definition 3.2.15: Rang(7") = dim Im(7T").

Lemma 3.4.2. Sei T € Hom(V,W) und seien S : W — U und L : P — V zwei

Isomorphismen. Dann gilt
e Rang(S oT) = Rang(T).
e Rang(7T o L) = Rang(T).
Insbesondere gilt auch, dass Rang(S oT o L) = Rang(T") ist.
Beweis. Dies ist ein Spezialfall von Ubung 3.2.16, die Sie in der Serie haben. n

Lemma 3.4.3. Sei A € M, y,(K). Dann gilt, dass A € GL,(K) genau dann, wenn

my : K" — K" ein Isomorphismus ist.

Beweis. ,,=*: Die lineare Abbildung m -1 : K™ — K" ist die Inverse von m 4.
,<=": Aus Korollar 3.3.42 folgt, dass

A= [mAﬁ: (321)

invertierbar ist, wobei &,, die Standard-Basis ist. O]

Lemma 3.4.4. Seien A, B € M,,x,(K) mit
B = PAQ, (3.22)

wobei P € GL,,,(K) und Q € GL,(K). Dann gilt
(1) Spaltenrang(A) = Spaltenrang(B).
(2) Zeilenrang(A) = Zeilenrang(B).

Beweis. Betrachten wir alle Matrizen im Lemma als lineare Abbildungen, ist (3.22)
aquivalent zu

mB:mpoonmQ

und laut Lemma 3.4.2 gilt
Rang(m,) = Rang(mp),
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da mg und mp laut Lemma 3.4.3 Isomorphismen sind. Wir haben aber gesehen (Lemma
3.3.38), dass
Rang(m¢) = Spaltenrang(C')

fiir jede Matrix C ist. Daher gilt
Spaltenrang(A) = Spaltenrang(B).
Dies beweist (1). Fiir (2) transponieren wir (3.22) mit Hilfe von Ubung 3.3.26:
BT = QTATPT.

Aus Ubung 3.3.26 wissen wir auch, dass Q7 € GL,(K) und PT € GL,,(K) und daher
folgt aus (1), dass
Spaltenrang(A”) = Spaltenrang(B’),

was dquivalent zu

Zeilenrang(A) = Zeilenrang(B)
ist. [
Jetzt folgt Satz 3.4.1 aus Proposition 3.3.39:
Beweis von Satz 3.4.1. Wegen Proposition 3.3.39 existieren P € GL,,(K) und @ €

GL,(K), so dass
I, 0
PAQ=D,=|" = B.

Fiir B gilt Spaltenrang(B) = Zeilenrang(B) = r. Laut Lemma 3.4.4 gelten
Spaltenrang(A) = Spaltenrang(B) und Zeilenrang(A) = Zeilenrang(B).

Daher folgt, dass Spaltenrang(A) = Zeilenrang(A). ]

Bemerkung 3.4.5. Ich habe diesen Beweis aus dem Buch von Fischer [7, Kap. 2.6.6]
gelernt. Beachten Sie, dass wir in 2.3.32 (noch) einen anderen Beweis skizziert haben.
Falls Sie dies wiinschen, kann ich in der Nachbesprechungszeit einen Beweis mittels

Gauss und dem Rangsatz ebenfalls skizzieren.

3.5 Hom(V,W) als Vektorraum

Wir werden jetzt sehen, dass Hom(V, W) ein Vektorraum ist, und dass wir dies

eigentlich schon wissen (zumindest im Fall, wo V' und W endlich-dimensional sind).
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Seien V' und W zwei Vektorrdume iiber einem Korper K. Jetzt betrachten wir
Hom(V, W) als eine Menge. Betrachten Sie die folgenden Operationen auf Hom(V, W):
Seien T', S € Hom(V, W). Wir definieren Addition auf Hom(V, W):

T+S: VW

durch
(T + 8)(v) :=T(v) +w S(v).

Sei a € K und T' € Hom(V, W). Wir definieren Skalarmultiplikation auf Hom(V, W):
ol': V=W

durch
(aT)(v) = a-w T(v).

Lemma 3.5.1. FirT,S € Hom(V,W) und a € K gilt, dass T+ S € Hom(V, W) und
aT € Hom(V, W).

Beweis. Seien a,b € K und vy,v9 € V. Dann ist
(T + S)(avy + bvy) = T'(avy + bug) + S(avy + bvy)
= (aTvy + bTvq) + (aSvy + bSvy)
= a(Tvy + Svy) + b(Tvy + Svs)
= a((T'+ 5)(v1)) + b((T' + 5)(v2)).
Wir iiberlassen es den Lesern die analoge Uberpriifung fiir o' zu machen. O

Proposition 3.5.2. Hom(V, W) mit der obigen Addition und Skalarmultiplikation ist

ein Vektorraum.

Beweis. Wir iiberlassen diesen Beweis den Lesern und bemerken nur, dass der Nullvek-

tor in Hom(V, W) die lineare Abbildung

0:V =W,

v — Ow

ist. O

Fiir endlich-dimensionale Vektorraume V' und W , kennen* wir eigentlich diesen Vek-

torraum schon:
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Satz 3.5.3. Seien V und W zwei Vektorraume mit dimV = n und dim W = m mit
jeweiligen Basen B = (vq,...,v,) CV und C = (wy,...,wy,) C W. Die Abbildung

VB Hom(V, W) — M (K)
T~ [T)g

st ein Isomorphismus. Das heisst, sie ist linear und bijektiv.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass ¢§ linear ist: Per Definition gilt

| |
[T+S1E=| [T+Sw)le -+ [T+Sw)le |,

wobei B = (vy,...,v,). Es gilt aber fiir jedes i = 1,...,n, dass
[T+ S(vi)|e = [Tvi + Svle = [Tvile + [Svic,
da v — [v]c linear ist. Daher gilt

| |
[T+ S()le - [T+ 5(n)e

| | | |
= | Tule - [Tve |+ | [Sule -+ [Sue | = TIE +[SIc-

Die Uberpriifung der Homogenitét ist sehr dhnlich und daher iiberlassen wir dies
den Lesern.

Des Weiteren ist 18 injektiv: Falls [T]5 = 0 ist, dann ist T(v;) = Oy fiir alle
1 =1,...n und daher ist 7" = 0.

Wir miissen noch zeigen, dass ¢ surjektiv ist: Sei A = (a;;) € Myxn(K). Mittels
Satz 3.1.15 definieren wir 7" durch

T(Uj) = Z aijwi.
i=1

Dann gilt [T]8 = A. (Wieso? Vgl. (3.10).) O

Korollar 3.5.4. Fualls V und W endlich-dimensionale Vektorriume sind, dann gilt

dim Hom(V, W) = dim V' - dim W.
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Bemerkung 3.5.5 (Nebenbemerkung). Wie die Notation schon andeutet, hangt der Iso-
morphismus 15 von der Wahl der Basen B und C ab. In diesem Sinne ist 15 ,nicht

kanonisch®.

Korollar 3.5.6. Der Vektorraum End(V) = Hom(V, V) ist ein Ring mit Verkettung
als Multiplikation und 1dy als Einselement. Falls V' endlich-dimensional ist (mit Di-

mension n) und B C 'V eine Basis ist, dann ist

vp  End(V) = Myun(K)
T [T = [T]5.
ein Ring-Isomorphismus.

Beweis. Man iiberpriift die Ring-Axiome direkt, zum Beispiel:
Seien v € V und 71,75, T3 € End(V). Dann gilt

Tl @) (TQ + Tg)(’l]) = Tl (TQU -+ T3/U) Tlh:near T1T2’U + T1T3U = (Tl @) T2 + Tl @) Tg)(U)

Daher gilt T1(Ty + T3) = Th' Ty + T Ts.

Sei jetzt n = dimV < oo. Die Tatsache, dass 5 ein Ring-Isomorphismus ist, folgt
aus Satz 3.5.3 und Lemma 3.3.29. Beachten Sie, dass [Idy|s = I,, und fiir 0 € End(V)
ist [0]5 = 0 € M,,x,(K), unabhiingig davon wie B gewihlt wurde.” O

3.6 Die Inverse, Elementarmatrizen und lineare Glei-

chungssysteme

Dieser Abschnitt ist eine Art Zusammenfassung von verschiedenen Ergebnissen, die
wir bisher gesehen haben.

Erinnern Sie sich an die Abbildung
®: K* — Los(A, 0),

wobei A € M,«n(K) ist und k& = n — Rang(A), die wir im Fischer |7, Kap. 0.4]
besprochen haben. Die Abbildung ® hat die Form (hier ist A = (\y,..., \;) € K*)

BN = D1, A) = (@1 (V) 2V Aoy M)

“Man konnte daher sagen, dass die Koordinaten der Identitiitsabbildung und der Nullabbildung
nicht von der Wahl einer Basis abhéngen, also kanonisch sind.

125



Kapitel 3.6 Die Inverse, Elementarmatrizen und lineare Gleichungssysteme

bis auf Umordnung der Variablen, wobei » = Rang(A). Wenn wir die Struktur der
Abbildung betrachten, sehen wir, dass z;(A) linear ist in A = (Ay,...,\x) und wir

konnen daraus schliessen, dass ® eine bijektive lineare Abbildung ist. Dies zeigt:

Korollar 3.6.1. Sei A € M,,«,(K). Dann ist
U = Lios(A,0) = Ker(A) = Ker(ma)

ein Untervektorraum von K™ von Dimension n — Rang(A). Die Abbildung ® ist ein

expliziter Isomorphismus von K" Rae(A) nach U.
Korollar 3.6.2. Sei b€ K™ und A € M, (K). Es gilt
(1) Los(A,b) # (0 genau dann, wenn b € SR(A).

(2) Falls Los(A,b) # 0 und y € Los(A,b) ist, dann ist

Lés(A,b) =y + Los(A,0) :=={y +x | x € Los(A,0)}. (3.23)

Beweis. (1) Dies folgt aus dem ,/Trick aus Lemma 2.2.17:

| | 1 | | |
Al’: U1 ce Up =T U1 _|_aj2. Uy ++xn Up,

| | T | | |

(2) Dies folgt aus der Linearitiat von m4: A(x 4+ y) = Az + Ay. (Wieso?)
0

Mengen der Form (3.23) heissen affine Unterrdume. Wir werden mehr dazu in Ab-
schnitt 3.7 sagen. Wir besprechen jetzt zwei klassische Ergebnisse ,in der Sprache der

linearen Gleichungssysteme” und beweisen sie mit unserer neu entwickelten Theorie.

Proposition 3.6.3. Sei A € My,n(K) und b € K™ (= Kg,). Dann sind folgende

Aussagen dquivalent:
(1) Es gilt Rang(A) = Rang(Alb).
(2) Die Gleichung Ax =b hat eine Losung.

Beweis. (1) ist dquivalent zu Spaltenrang(A) = Spaltenrang(A|b), was dquivalent ist
zu Sp(vy,...,v,) = Sp(vy,...,v,,b), wobei vy,...,v, die Spalten von A sind. Dies
wiederum ist dquivalent zu b € Sp(vy, ..., v,) = SR(A) (Wieso?). Wegen Korollar 3.6.2
(1) ist dies dquivalent zu (2). O
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Beispiel 3.6.4. Die Matrix | 2 5 | hat Rang 2. Die Matrix
6
4 7 1 4|7
25 8]=12 5|8
9 3 619
hat auch Rang 2 und daher hat
r+4y=7 (3.24)
20 +5y =8 (3.25)
3+ 6y =9 (3.26)
eine Losung. In der Tat ist x = —1, y = 2 eine Losung.

Beispiel 3.6.5. Wenn A eine Matrix in Stufenform ist mit Rang r, dann sieht (A | b)

SO aus:

1 % o x| b
0 1
*
1| b, )
0 br+1
0 by

wobei * nicht Nulleintrdge sind. Hier sieht man, dass Rang(A | b)) = Rang(A) genau

dann, wenn b, ; = ... =b,, =0.
Ein dhnlicher Beweis zeigt:

Proposition 3.6.6. Sei A € M,,x,(K) und b € K™(= Kg,). Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(1) Es gilt Rang(A) = Rang(A|b) = n.
(2) Die Gleichung Ax =b hat eine eindeutige Losung.

Beweis. Sei
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Da Rang(A) = Spaltenrang(A) ist, gilt:

Die Vektoren vy, ..., v, bilden eine Basis von SR(A) <= Rang(A)=n. (3.27)

Des Weiteren ist wie zuvor

Rang(A|b) = Rang(A) <= be SR(A). (3.28)

Dabher ist (1) dquivalent zu b € SR(A) und {vy,...,v,} ist eine Basis von SR(A), was

genau dquivalent ist zu (2) (laut Proposition 2.2.35).

Beispiel 3.6.7. Zuriick zu Beispiel 3.6.4: Da A :=

W N =
S Ot

2 ist die Losung (3.24) eindeutig.
Proposition 3.6.8. Sei A € M,..,(K). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) A ist invertierbar.
(2) my : K™ — K" ist ein Isomorphismus.
(8) my: K™ — K" ist injektiv.
(4) ma: K™ — K™ ist surjektiv.
(5) Rang(A) = n.
(6) Spaltenrang(A) = n.
(7) Zeilenrang(A) = n.
(8) Die Spalten von A sind eine Basis von K".
(9) Die Spalten von A erzeugen K.
(10) Die Spalten von A sind linear unabhdngig.
(11) Ax =0 hat nur die triviale Losung v =0 € K™.
(12) Az = b hat fir alle b € K™ eine eindeutige Losung.
(13) AT ist invertierbar.
(14) Rang(AT) = n.

(15) Die Zeilen von A sind eine Basis.

[]

€ M342(Q) und Rang(A) =
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(16) Die Zeilen von A erzeugen K™.
(17) Die Zeilen von A sind linear unabhdngig.
(18) A~ ist invertierbar.

(19) A ist zeilendquivalent zu I,,. Das heisst, dass man A mittels Zeilenoperationen zu

I,, tberfiihren kann.

(20) A ist spaltendiquivalent zu I,,. Das heisst, dass man A mittels Spaltenoperationen

zu I, tberfithren kann.

Beweis. (1) <= (2): Dies entspricht Lemma 3.4.3.
(2), (3) und (4) sind dquivalent wegen Korollar 3.2.11 (Korollar zum Rangsatz).

(1) <= (13): Dies gilt wegen Ubung 3.3.26 (fiir ,,=), und Ubung 3.3.26 zusammen
mit (AT)T = A (fiir ,<*).

Die Aquivalenzen von (13), (14), (15), (16) und (17) folgen aus den Aquivalenzen
von (1), (5), (8), (9) und (10) angewandt auf AT.

(1) <= (18): Dies folgt aus Korollar 3.3.22 (2).

Dies zeigt die Aquivalenzen (1)-(18).

Wir zeigen die Implikation (5) = (19) sorgfiltig: Mit Gauss’scher Elimination haben

wir gezeigt, dass A zeilendquivalent ist zu einer Matrix der Form

1 % *
0

B =
0 0 1

Beachten Sie, dass es keine Nullen auf der Diagonalen gibt, da Rang(A) = n laut (5).

Bemerken Sie fiir spéter auch, dass wir bis jetzt immer Zeilenoperationen der Form
L; — L; + oL; nur mit j < 4 benutzt haben, was wir ,reinigen nach unten* genannt
haben. Wir konnen aber auch ,nach oben reinigen“: Mit Zeilenoperationen der Form

L;+aL; — L;, wobei j > i, konnen wir B nach I, tiberfithren, was (19) zeigt.
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(14) = (20): Dies folgt, wenn wir die Implikation (5) = (19) fiir AT benutzen und
aus der Tatsachen, dass sich Zeilenoperationen auf A7 wie Spaltenoperationen auf A
verhalten.

Wir zeigen jetzt (19) = (7): Sei A eine Matrix, die zeilendquivalent zu I, ist. Laut
Lemma 2.3.23 ist ZR(A) = ZR([,,) = K", was insbesondere (7) zeigt. Mit Transposition
zeigt dies auch, dass (20) = (6), was den Beweis dieser Proposition beendet! O

Spéter werden wir einen anderen Beweis von (19) = (1) geben, der sogar einen
Algorithmus fiir die Berechnung der Inverse gibt. Dafiir fithren wir Elementarmatrizen

im nachsten Abschnitt ein.

Bemerkung 3.6.9. Ein Hauptziel des ndchsten Kapitels wird sein die Matrix A mit einem
Skalar det A zu versehen, so dass die Bedingungen in Proposition 3.6.8 dquivalent sind

zur Aussage det A # 0. Der Skalar det A wird Determinante von A genannt.

Ubung 3.6.10. Falls Sie nicht warten kénnen, dann kénnen Sie versuchen zu zeigen,

det (a Z) =ad — be (3.29)

dass

c
genau die gewiinschte Bedingung fiir 2 x 2 Matrizen in Bemerkung 3.6.9 erfiillt.

Ein anderes Ziel des néchsten Kapitels wird es sein ein Formel fiir die Inverse einer

Matrix zu geben.

Ubung 3.6.11. Wiederum, wenn Sie nicht warten kénnen, dann kénnen Sie zeigen:

Falls det A # 0, dann ist
1 d —b
Al =
det A (—c a) ’

b
d) und det A wie in (3.29) gegeben ist.

wobel A = (a

Cc

3.6.1 Elementarmatrizen und Zeilen- und Spaltenoperationen

Wir geben jetzt einen anderen Beweis der Tatsache:
A ist zeilendquivalent zu I, = A ist invertierbar

(Siehe Proposition 3.6.8).

Dafiir definieren wir eine spezielle Famile von Matrizen, sogenannte Elementarma-
trizen, welche uns erlauben werden Zeilen- und Spaltenoperationen als Matrixmultipli-
kationen aufzufassen.

Erinnern Sie sich daran, dass wir mit £;; die Matrix bezeichnet, die iiberall Nullein-

trage hat ausser beim ij-ten Eintrag, welcher 1 ist.
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Definition 3.6.12. Sei n € N. Wir definieren® die folgenden quadratischen Matrizen:

e Fiir 1 <i+# j <nund a € K definieren wir

00 000 - 0
0 000 1 0
Qij@) =L +aE;=| 001 -0 |+a|l 000 - 0
0 00 -1 000 - 0
1 00 -0
010 a O
0 0O 1
e Fiir 1 <i,j < n definieren wir
b ;=1,— Ey; — Ejj + Eij + Eji.
Wir nennen F;; eine Permutationsmatriz.
e Firl <i<nund o € K* definieren wir
1 0 0
0
1
Si(a) = 0 a 0 ,
1
; . -0
0 --- e 01

wobei o im 7i-ten Eintrag steht. Matrizen dieser Form heissen Elementarmatrizen.

Einige Autoren nennen (); j(«) Elementarmatrizen von Typ I, P,; von Typ II und
Si(a) von Typ I11.

8Leider gibt es keine Standard-Notation dieser Matrizen

131



Kapitel 3.6 Die Inverse, Elementarmatrizen und lineare Gleichungssysteme

Beispiel 3.6.13. In My, 4(K) ist

10 a0 1000
0100 0100
Qul) =14 1 o | @)= 3010
000 1 000 1
0100 100 0
100 0 000 1
P: P:
b2 0010 2 0010
000 1 0100
100 0
0100
Sa(a) —
3(2) 00 a0
000 1

Lemma 3.6.14. Sei A € M,,(K). Es gilt

o Linksmultiplikation mit Q); ;(«) entspricht der Zeilenoperation L; + aL; — L;.
Das heisst

L1+C¥LJ*)LZ

e

A Qi,j(a>A-

o Linksmultiplikation mit P; ; entspricht der Zeilenoperation L; <+ L;. Das heisst

L+~ L;
A2, pUA

o Linksmultiplikation mit S;(«) entspricht der Zeilenoperation aL; — L;. Das heisst

A S g (a) A

Ahnlich gilt fir Spaltenoperationen®: Sei A € My, yn(K), dann gilt:

e Rechtsmultiplikation mit Q; ;(«) entspricht der Spaltenoperation C; + aC; — Cj.

Das heisst
C]' +aC¢—>C]‘
R AR A

A AQZ'7]‘((J().

o Rechtsmultiplikation mit P; ; entspricht der Spaltenoperation C; <+ C;. Das heisst

Cﬁ—)C‘
A= AP,

9Streng genommen haben wir nur Zeilenoperationen definiert, aber die Definition der Spaltenope-
rationen ist ganz analog.
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e Rechtsmultiplikation mit S;(a)) entspricht der Spaltenoperation oC; — C;. Das

heisst
A 282G AS (a).
Beweis. All diese Aussagen sind lediglich eine Rechnung. O

Lemma 3.6.15. FEs gilt:

o Ir alle o € K ist

(Qij(@)™ = Qi (—a).

o Die Inverse von P, ; ist gegeben durch (Pm-)*l =P ;.

(Si(a)~! = s(é)

Insbesondere ist jede Elementarmatriz invertierbar und ihre Inverse ist auch elementar.

o Fir alle o € K* ist

Beweis. Dies ist wieder eine Berechnung. Diesmal konnen wir dies jedoch mit Lemma

3.6.14 sehen. Zum Beispiel entspricht
Qij(a)™ = Qiy(~a)

der Tatsache, dass L, — aL; — L; die Inverse Operation zu L; + aL; — L; ist. Ahnlich

entspricht
(Py)~' =Py

der Tatsache, dass L; <+ L; die Inverse Operation zu L; <+ L; ist und so weiter. O

Satz 3.6.16. Jede Matriz A € GL,,(K) ist ein endliches Produkt von Elementarmatri-

ZEMN.

Beweis. Im Beweis von Proposition 3.6.8 haben wir gesehen, dass jede invertierbare
Matrix zeilendquivalent ist zu I,,. Das heisst, dass man A mit endlich vielen Zeilenope-
rationen nach I,, iberfithren kann.

Wenn wir das mit Lemma 3.6.14 betrachten, entsprechen diese Zeilenoperationen
Linksmultiplikation mit Elementarmatrizen. Daher existieren Elementarmatrizen 71, ..., Ty
mit

Ty - TYTYA=1,. (3.30)

Wir multiplizieren (3.30) mit

(Tk .. 'Tl)*l — T;l .. ‘T1§_11T1;1
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und sehen, dass
A=T17"T

Laut Lemma 3.6.15 sind alle 7, ' auch elementar und das Lemma folgt. O

Bemerkung 3.6.17. In der Sprache der Gruppentheorie besagt Lemma 3.6.15, dass

GL,(K) durch Elementarmatrizen erzeugt ist.
Korollar 3.6.18. Mit der Notation des Beweises von Satz 3.6.16 ist A= =T}, - - - T 1.

Diese Tatsache ermoglicht uns ein einfaches Verfahren zum Bestimmen der Inversen
einer Matrix. Sei A € M,,«,(K). Wir mochten wissen, ob A invertierbar ist und falls
ja, mochten wir auch A~! berechnen kénnen.

Hier ist der Trick: Fiir B,C' € M,,x,,(K) schreiben wir (B | C) € M, x2,(K) fiir die

zusammengefiigte Matrix.

Lemma 3.6.19. Seien B,C,D € M, ,(K). Es gilt
B(C'| D) = (BC'| BD).

Beweis. Noch einmal eine direkte Berechnung! m
Dies konnen wir benutzen, um Folgendes zu zeigen:

Satz 3.6.20. Seien n € N und A € M, (K). Man versucht die n X 2n zusammen-
gefigte Matriz (A | I,,) mittels Zeilenoperationen zur Form (I, | B) zu bringen. Wenn
dies moglich ist, dann ist A invertierbar und es gilt A= = B. Falls dies nicht méglich

ist, dann ist A nicht invertierbar.

Beweis. Beachten Sie, dass (A | I,,) zeilendquivalent zu (1, | B) ist genau dann, wenn A
zeilendquivalent zu [, ist. Dies ist laut Proposition 3.6.8 dquivalent zur Invertierbarkeit
von A. Dies zeigt die zweite Aussage. Nehmen wir also an, dass A zeilendquivalent ist

zu I,,. Laut Lemma 3.6.15 existieren Elementarmatrizen T, ..., Ty mit
Ty ThT1A=1,

(vgl. Gleichung (3.30)). Erinnern Sie sich daran, dass wir die Zeilenoperationen auf
(A | I,,) anwenden. Laut Lemma 3.6.19 entspricht das dem Produkt

6.18

Ty Ti(A| L) 3.6.19 (T TVA | Ty Tl = (I | Ty -+ T) 3.6.] (I, | A7),

was genau der ersten Aussage entspricht. O
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Einige Beispiele
Hier geben wir einige Beispiele fiir verschiedene Teile dieses Kapitels.

Beispiel 3.6.21 (Injektivitdat und Surjektivitéit). Beachten Sie, dass wir Korollar 3.2.11
nicht benutzen kénnen, wenn die Vektorrdume nicht endlich-dimensional sind: Die Ab-
bildung

myrs : K[z] — Klx]

p = z"p
ist injektiv aber nicht surjektiv. Ahnlich ist

D : K[x] — K|z]
p=p
surjektiv aber nicht injektiv.

Beispiel 3.6.22. Angenommen Sie betrachten 7' € End(Q[z]2) und wollen 7" beziiglich
der Basis
C= (1422 +22%2+ 4z + 2%, 1)

berechnen (vielleicht wegen einer bestimmten Anwendung). Normalerweise wird T' be-
ziiglich der Standard-Basis £ = (1, z, #?) gegeben sein. Also ist es eine direkte Rechnung
[Te zu berechnen. Statt nun [T direkt zu berechnen (wodurch wir viele lineare Glei-

chungssysteme 16sen miissten), benutzen wir die Transformationsformel
[T]e = [1]E[T]e[1d]g,

wobei Id = Idgy,,. Beachten Sie, dass es sehr einfach ist [Id]¢ zu berechnen. Es gilt

14)¢ =

O N
N )
o R O

Die Matrix [IdJ§ zu berechnen ist hingegen nicht sehr schon. Es ist viel einfach sich

daran zu erinnern, dass

[1dJ¢ = ([d]g) ™"

und Gauss-Jordan zu benutzen. Wir suchen also die Inverse von

I

I
S
=N
o = o
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Wir betrachten (A | I) € M3x(R) und fiihren die Gauss’sche Elimination durch:

1 20 1 00 Ly— 2Ly — Lo 1 2 0 1 00
24 1] 010 RN 0 0 1| -2 1 0
210 0 01 0 -3 0 -2 01
1 2 0 1 00
Pazbel g 23 0| —2 0 1
0 0 1 -2 10
Li+ 2Ly~ I 1 00 —% 0 %
—%Ly — Ly 9 1
010 3 0 —3
0 01 -2 1 0
Somit ist die Inverse von A
2
1 -3 0 3
- 2 1
AT = 3 0 —3
-2 1 0
Es gilt also
—5 0 2 120
[Tle = Mdg[TIeMd)s = | 2 0 —% [[T]6]|2 4 1
-2 1 0 210

Beispiel 3.6.23. Wir betrachten den Vektorraum Fib C K*°. Die Folgen

Fio=(1,0,1,1,2,3,..))
For=(0,1,1,2,3,...)

bilden eine Basis B = (F}, Fp1) von Fib. Wir haben ein beliebiges Element von Fib
als
Fop=(a,b,a+0,...)

(Fusls = <b> ,

da F,, = aFi o+ bFy;. Wir haben die Basis C = (F} , F1,4) gefunden, wobei

1+45 C1=W5
2 2

notiert. Es gilt

© und ¢
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Wie wir in der Einleitung erklédrt haben, kann man diese Basis finden, wenn man die

Symmetrie der Verschiebungsabbildung

S : Fib — Fib
(a,b,a+0b,a+2b,...)— (bya+ba+2b,...)

betrachtet. Wir werden dies noch rigoros erkléren, wenn wir Eigenwerte und Eigenvek-

toren besprechen. Beziiglich B sieht S so aus

0 1
Slg = .
a0
Proposition 3.3.8 besagt, dass

)6l Fusls = ((j 1) <b> - ( ib> = [S(Fus)ls

Daraus folgt!®: Falls F' = (ag, ay, as, ...) € Fib, dann ist

([S]8)"[F]s = (2 1) (Z?) = (;;) .

01
Wenn man die Potenzen (1 ) berechnen kann, dann findet man eine Formel fiir
: . . 01 .
a,, die nur von ag und a; abhéngt. Aber die Potenzen von L1 zu berechnen ist
. . . C . 0 1)\ .
schwierig. Man kdnnte sich fragen, ob es eine dhnliche Matrix zu L1 gibt, deren

. 0
Potenzen leicht zu berechnen sind. Ahnliche Matrizen zu L1 entsprechen [S]p fiir

andere Basen D. Daher konnte man sich fragen: Gibt es eine Basis, auf deren Elemente
die Abbildung S besonders einfach operiert? In der Linearen Algebra II werden wir
lernen wie man solche Basen findet. Fiir S haben wir eine solche Basis jedoch schon

gefunden: Beziiglich C sieht S so aus:

[S]e = (g 2}) ,

10man kénnte es auch direkt sehen.
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da S(F1,,) = ¢F1, und S(F1y) = ¥ 4. Laut der Transformationsformel 3.3.30 sind
[S]B und [S]C ahnlich:
[S]5 = [Idpib][S]e[Idrb]c.

Wir setzen P := [Idgjp)5. Dann gilt
pr(? V) p (3.31)
0 ¥

0
1
. 0y . .
Beachten Sie: Potenzen von [S]¢ ¢> sind einfach zu berechnen:

0": o0

(8 0 )

01 n:P—l 2 0 nP:P‘l 0 p
11 0 ¥ 0 or

(Wieso?). Beachten Sie, dass P und P~! ohne Potenzen erscheinen. Dies gibt uns eine

)-
:<§

S 6

Aus (3.31) folgt

Motivation, um P und P~! zu berechnen. Eine davon ist leicht zu berechnen und die

andere bereitet ein bisschen Miihe. In der Tat ist
P! = [Idgip5

einfacher zu berechnen. Da Fy, =1-Fig+ ¢ - Fyyund Fiy =1-Fig+ - Fpy, ist

P—1=<1 1).
o Y

-1

1

Da P = (P 1) t= ( 1/}) ist, kénnte man unsere obige Methode benutzen, um
¥

p_ L (v ) _ 1 (- 1
= \—p 1) V5le -1)
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zu berechnen. Daher gilt

01\ 1 (1 1) (o 0\ [~ 1
11) Vel ¢)\0 v)\ e -1
R AR
\/590“+177Z1n+1 Sp_l
1
NG

PP — " " —Y" )

¢¢n+1 _ ¢@n+l §0n+1 _ 1/]n+1

Daraus folgt beispielsweise das Folgende:

FO,I == <b07 b17b27 .. )

b\ (0 1\ [0\ 1 [ ¢y
bn+1 - 1 1 1 o \/5 (anrl _ ,¢n+1
p o L (VBN (1Y
RV 2 2 '
Ubung 3.6.24. Finden Sie eine Formel fiir a,,, wobei F.p = (ag,a1,as,...), indem Sie

()0

3.7 Fasern und Quotientenraume

Dann ist

oder

berechnen.

3.7.1 Fasern

Wir fangen mit einer (neuen) Notation an. Fiir zwei Teilmengen A, B C V eines

Vektorraums V' definieren wir
A+B:={a+b|lac A be B}.
Wir schreiben auch fira € V und BCV
a+ B :={a} + B.

Proposition 3.7.1. Ser T : V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei Vektorrau-
men V und W. Dann gilt:
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(1) Falls w € Im(T'), dann ist T~ (w) = v + Ker(T), wobei v ein belicbiger Vektor ist

mit Tv = w.
(2) Falls w ¢ Im(T), dann gilt T (w) = .

Beweis. (1) Sei v € V mit Tv = w. Wir zeigen, dass T (w) = v + Ker(T) ist, indem

wir zwei Inklusionen zeigen.

»2" Sei u € Ker(7T'). Dann gilt
T(v+u) TRy 4 Ty = w+ 0 = w.

Also gilt, dass T~ (w) 2 v + Ker(T).

»,C“ Sei v’ € T (w). Es ist genug zu zeigen, dass v/ — v € Ker(T). (Wieso?) Da T
linear ist, gilt
Two—v)=Tv—-Tv =w—w=0.

Daher folgt T-}(w) C v + Ker(T).
(2) Hier gibt es nichts zu beweisen! Dies ist einfach die Definition von Im(T). O
Die Menge T~ (w) heisst die Faser von w beziiglich T'.

Beispiel 3.7.2. Wir betrachten die lineare Abbildung

T:R2 3R
(z,y) =z —y.

Die Abbildung T ist surjektiv und fiir z € R gilt beispielsweise, dass
T(z,0) ==z

und daher ist
T71(2) = (2,0) + Ker(T).

Der Kern Ker(7') berechnet sich als

{(zy) [ T(2,y) =0} = {(z,9) [z —y =0} = {(z,) [z = y}.

Also sehen die Fasern von T so aus:

140



Kapitel 3.7 Fasern und Quotientenrdume

T-1(—2) T7-1(2) T-1(5)

e
o4

T-1(0) = Ker(T)

Wir mochten einen neuen Vektorraum aus den Fasern bilden. In anderen Worten
mochten wir Fasern miteinander addieren. Wir betrachten noch einmal eine beliebige
lineare Abbildung 7" : V' — W zwischen zwei Vektorrdumen V und W. Wegen Pro-
position 3.7.1 wissen wir, dass alle nicht leeren Fasern die Form v 4+ Ker(7") haben.
Da Ker(7T') ein Untervektorraum von V' ist, erlaubt uns die nachfolgende Konstruktion,

Fasern zu addieren, und ist auch etwas allgemeiner.

3.7.2 Quotientenraum

Sei V ein Vektorraum iiber K und U C V ein Untervektorraum!!. Wir definieren

eine Relation ~ auf V' durch
U~ Uy = v — Uy €U.

Ohne viele Worte konnen wir zwei einfache Lemmata beweisen.
Lemma 3.7.3. Die Relation ~y ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Seien v, v, v,v3 € V.
Reflexion: Es gilt v ~y v, dav—v=0¢€U.

Symmetrie: Falls v; ~y v9, dann ist v; — v, € U. Dann folgt auch
(UQ — Ul) = —(Ul - Ug) eU.

Also ist vy ~p7 1.
Transitivitéit: Seien vy ~y v und vy ~g v3. Dann ist v1 — vy € U und vy, —v3 € U.
Daher ist v; — v3 = (v1 — v2) + (vy — v3) € U. Dies zeigt vy ~y vs. O

"Dje Leser konnen an U = Ker(T') denken.
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Lemma 3.7.4 (Aquivalenzklasse). Fiir jedes v € V gill
ooy = v+ U.

Beweis. Es gelten folgende Aquivalenzen:

/

Ve, &= VvV —-velU
< JuelU:v=v+u

— v ev+U.

]

Bemerkung 3.7.5. Im Fall U = Ker(T) sind die Aquivalenzklassen genau die nicht leeren

Fasern. Die entsprechende Partition

V= e = [ v+ Ker(D)

veV veV

von V heisst in diesem Fall eine Faserung von V' durch T

Beispiel 3.7.6. Fiir U = Ker(T) mit T wie in Beispiel 3.7.2 sind alle Fasern/ Aquivalenzklassen
Geraden mit Steigung 1.

Definition 3.7.7. Mengen der Form A = v+ U heissen affine Unterrdume von V. Die
Dimension dim A von A ist definiert als dim U und man sagt, dass A parallel zu U
ist. Der Untervektorraum U nennen wir den Untervektorraum assoziiert zum affinen

Unterraum A.

In Beispiel 3.7.6 sind alle Geraden affine Unterrdume, die zu U = Ker(T') assoziiert
sind.
Wir mochten zeigen, dass die Menge aller affinen Unterrdume, welche zu einem

gegebenen Unterraum U assoziiert sind, einen Vektorraum bilden.

Definition 3.7.8. Mit der vorherigen Konstruktion, nennen wir die Menge
VIU =V ~y={v+U|veV}

den Quotientenraum oder den Faktorraum von V nach U.

Wie der Name des Quotientenraums (oder des Faktorraums) schon andeutet, wollen
wir eine Vektorraum-Struktur auf V/U definieren.

Definition der Addition auf V/U:

Seien vy + U,vs + U € V/U. Wir definieren die Addition + : V/U x V/U — V/U
durch

(1 +U)+ (va+U) :=v1 + v + U.
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Lemma 3.7.9. Die zuvor definierte Addition ist wohl-definiert.

Beweis. Seien vy, v}, v9,v5 € V mit v;+U = 0] +U und vo+U = v+ U. Um zu zeigen,

dass die Addition wohl-definiert ist, miissen wir zeigen, dass
v+ v+ U =v] + vy + U.
Dies ist aquivalent zu
v+ v — (v] +vy) €U bzw. (v —v)) + (vy —vh) € U.

Letzteres ist jedoch wahr, da nach Annahme v; — v}, vy —v5 € U, und U ein Untervek-

torraum ist. O

Definition der Skalarmultiplikation auf V/U:
Wir definieren die Skalarmultiplikation auf V/U durch

K xV/U—=V/U
(a,v4+U) — av+ U.
Ubung 3.7.10. Zeigen Sie, dass die Skalarmultiplikation wohl-definiert ist.

Man konnte jetzt tiberpriifen, dass die Axiome eines Vektorraums fiir V/U gelten.
(Dies ist ziemlich leicht, da alles von den entsprechenden Axiomen fiir V' und den

Untervektorraum-Axiomen fiir U folgt.) Zum Protokoll:

Proposition 3.7.11. Mit der obigen Addition und Skalarmultiplikation ist V/U ein

Vektorraum tber K.
Beispiel 3.7.12. Hier sind zwei Beispiele in R?:

e Sei U eine Gerade, die durch den Ursprung geht. Dann ist R?/U die Menge aller

Geraden, die zu U parallel sind.

e Sei W eine Ebene in R3, die durch den Ursprung geht. Dann ist R? /W die Menge

aller Ebenen, die parallel sind zu W.

Proposition 3.7.13. Sei iy : V — V/U die Abbildung
’/TU<?}) =v+U.

Dann ist my linear, Ker(my) = U und Im(my) = V/U.

Bemerkung 3.7.14. Die Abbildung 7y heisst die kanonische Quotientenabbildung.
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Beweis von Proposition 3.7.13. Wir miissen drei Dinge iiberpriifen.

Linearitét: Seien vy, v, € V, dann gilt
(v +ve) =v1+ve+U= (v +U)+ (va+U) = my(v1) + 7y (ve),
wobei die zweite Gleichheit wegen der Definition der Addition gilt. Ahnlich gilt
mv(avy) = avy + U = a(vy + U) = any(vy).
Ker(my) = U: Der Nullvektor in V/U ist U = 04 U. Wir berechnen
Ker(my) ={veV|v+U=04+U}={veV|v-0e€U}={veV|velU}=U.

Im(7y) = V/U: (Wieso? Weil my(v) = v+ U.) O

Durch den Rangsatz 3.2.9 erhalten wir folgendes Korollar:

Korollar 3.7.15. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Fir die Dimension des

Quotientenraums V /U gilt
dimV/U = dimV — dim U.
Beweis. Laut Proposition 3.7.13 gilt
dim V/U = dim Im(7y) = dim V' — dim Ker(my) = dim V' — dim U,

wobei die zweite Gleichheit aus dem Rangsatz 3.2.9 folgt. [

Dies gibt den Fasern einer linearen Abbildung 7" : V' — W die Struktur eines

Vektorraums und dieser ist (kanonisch) isomorph zu Im(7'):

Proposition 3.7.16. Sei T : V. — W eine lineare Abbildung. Es gilt
V/Ker(T) = Im(T).
Beweis. Wir definieren

¢ : V/Ker(T) — Im(T)
v+ Ker(T) — T(v).

Wir miissen zeigen, dass ¢ wohl-definiert ist. Seien dazu v,v" € V mit v + Ker(T) =

v'+Ker(T'). Dies ist dquivalent zu v —v" € Ker(7'). Um zu zeigen, dass ¢ wohl-definiert
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ist, miissen wir iiberpriifen, dass
p(v" + Ker(T)) = (v + Ker(T))
gilt. Wir berechnen

p(v' +Ker(T)) =T(v') =T(v -
(v) — @—M
(

v)

T
=T

I(

(v + Ker(T)).

Ausserdem ist ¢ linear (Wieso?'?) Die Abbildung ¢ ist sicher surjektiv (Wieso?). Es
bleibt zu zeigen, dass ¢ injektiv ist. Angenommen ¢ (v+Ker(7")) = 0. Dann ist 7'(v) = 0,
also ist v im Kern von 7" und somit ist v + Ker(T') = Ker(T). Also ist ¢ ein Isomor-

phismus. [

Bemerkung 3.7.17. Vielleicht haben Sie bemerkt, dass ich hier schon zweimal das ma-
gische Wort ,kanonisch® verwendet habe. Ich mochte darauf nicht tief eingehen und
nur Folgendes sagen: In der Definition von 7y oder auch in der Definition von ¢ haben
wir keine Wahl getroffen. Zum Beispiel haben wir diese Abbildungen ohne eine gewisse
Wabhl einer Basis definiert. Fiir die Definition der Abbildung 7y verwendet man nur
die Informationen, die man iiber V und U hat und nicht mehr. In diesem Sinne ist 7y

kanonisch definiert!

Beispiel 3.7.18. Fiir U = Ker(7') wie in Beispiel 3.7.2 ist V//U die Menge aller Geraden

mit Steigung 1. Jede dieser Geraden kann als
(2,0) + Ker(T')

dargestellt werden und wegen des Beweises von Proposition 3.7.16 wird jede dieser
Geraden durch ¢ : V/U — Im(T') auf

T(2,00=2—0=z€R

12Fiir alle a,b € K und vy, vy € V ist

o(a(vy + Ker(T)) + b(vy + Ker(T))) = ¢(avy + bugy + Ker(T'))
= T(avy + bvg)
= aT(vy) + bT (ve)
= ap(v1 + Ker(T)) + bp(ve 4+ Ker(T)).
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abgebildet.

Hier ist eine Verbindung zwischen direkten Summen, Komplement und Quotienten-

raume:

Proposition 3.7.19. Sei U C V' ein Untervektorraum und W ein Komplement von
U. Das heisst, dass W C V' ein Untervektorraum ist, so dass V =U @& W . Dann ist

7TU|WZW—>V/U

ein Isomorphismus.

Beweis. Jede Einschrankung einer linearen Abbildung ist wieder linear. Sei nun v € V.
Laut Proposition 2.3.40 (4) existieren eindeutige u € U, w € W mit v = u + w. Daher
ist w das eindeutige Urbild von v+ U € V/U. Dies zeigt, dass my|w sowohl injektiv als
auch surjektiv ist (Wieso?). O

Zau guter Letzt:

Proposition 3.7.20 (Universelle Eigenschaft von V/U). Sei T : V. — W eine lineare
Abbildung zwischen zwei Vektorrdumen V und W und sei U C V' ein Untervektorraum
mit U C Ker(T). Dann existiert eine eindeutige lineare Abbildung T : V/U — W, so

dass folgendes Diagramm kommutiert:

VT .w

V/U
Oder in anderen Worten, so dass
T=Tomy (3.32)
Beweis-Skizze. Damit (3.32) gilt, muss man T folgendermassen definieren:
T(v+U)=T(v). (3.33)

Man zeigt nun, dass T wohl-definiert ist (hier benutzt man U C Ker(T)), und dass T
linear ist. Dies zeigt die Existenz. Fiir die Eindeutigkeit benutzen wir, dass wir keine
andere Wahl fiir 7 haben ausser (3.33), so dass (3.32) gilt. O

Bemerkung 3.7.21. Im Bereich der abstrakten Algebra, versucht man Objekte mittels
solcher universellen Eigenschaften zu definieren. Dies kann ein gutes Thema fiir die

s,Nachbesprechungszeit sein.
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Changelog: Kapitel 3

e (09.02: Im Beweis von Korollar 3.2.14 wurde der Verweis auf Lemma 2.2.6 durch

einen Verweis auf Lemma 3.2.8 ersetzt.
e 19.02: Nummerierungen wurden geédndert.
e 22.02: Definition 3.3.27 und Lemma 3.3.28 wurden hinzugefiigt.

e 10.03: In der Summe von Gleichung (3.10) wurde der Index k zu ¢ gedndert.
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Determinanten

Wie bereits erwahnt ist eines der Hauptziele dieses Kapitels jede quadratische Matrix
A € M,y (K) mit einem Skalar det A € K zu versehen, so dass die Bedingung

det A # 0

daquivalent zu allen anderen Bedingungen in Proposition 3.6.8 ist. Wir werden aber
sehen, dass der Skalar det A viele andere Anwendungen hat. Um diese einzufiihren

machen wir zuerst ein bisschen Magie mit 2 x 2-Matrizen.

4.1 Magie in K? mit 2 x 2-Matrizen

b
Sei A = “ J € Msyo(K). Wir fragen uns, ob A invertierbar ist. Wir kénnten
c

das Gauss-Jordan Verfahren! benutzen (Satz 3.6.20), um das Folgende zu sehen:

Proposition 4.1.1. Die Matriz A ist invertierbar genau dann, wenn ad—bc # 0. Falls

1 d —=b
Al = )
ad — be (—c a )

Wir schreiben det A = ad — be, und dann haben wir unser Hauptziel fiir dieses Kapitel

sie invertierbar ist, dann qult

fiir n = 2 schon erreicht.

Wir kénnten uns fragen, was fiir Eigenschaften die Zahl ad — bc hat. Die Tatsache,
dass sie Invertierbarkeit einer Matrix A charakterisiert, impliziert ,starke” Eigenschaf-
ten dieser Zahl. Wenn wir uns das geometrisch iiberlegen (zum Beispiel fiir K = R),

sehen wir, dass det A = 0 genau dann, wenn die Abbildung m, nicht surjektiv ist,

1Sie werden genau das in der Ubungsstunde besprechen.
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was genau dann gilt, wenn das Bild von m, eine Gerade in R? ist (oder sogar nur
der Ursprung, falls A = 0 ist). Falls wir den ,geometrischen Effekt“ der Abbildung

0
my fiir Diagonalmatrizen wie B = ( 3) betrachten, sehen wir andererseits, dass

mp den Flicheninhalt von Bereichen B C R? mit einem Faktor det B = 2 - 3 skaliert.

0
Dies stimmt immer noch fiir allgemeine Diagonalmatrizen ((C)L b) mit a,b > 0 oder

<—a 0 > mit a,b > 0. Fiir Matrizen der Form

0 —-b
-2 0
0 3

ist der Skalierungsfaktor |det A| = |2 - 3| = 6. Wir konnten uns auch fragen, wie das
Vorzeichen der Determinante die Geometrie beeinflusst. Bevor wir das machen, kann
man mit diesem Applet spielen, um zu sehen, dass die Skalierungseigenschaft nicht nur
fiir Diagonalmatrizen stimmt (oder fiir Matrizen mit Determinante 0)?, sondern auch

fiir allgemeine Matrizen. Das ruft nach einem Beweis!

Proposition 4.1.2. Sei E das Quadrat aufgespannt von e; und ey in R2. Das Bild

ma(E) von E unter A ist das Parallelogramm aufgespannt von ma(e;) = (a) und

b
ma(es) = (d)

62 - — - 7 / a
E : ma / ((:)

Dann ist der Flicheninhalt von m4(E) gegeben durch

Fliacheninhaltima(E)) = |ad — bc| = |det A| .

2Wie wir vorher gesehen haben, ,quetscht” eine Matrix mit Determinante 0 den ganz Raum R? zu
einem Unterraum kleinerer Dimension zusammen. Also ist der Skalierungsfaktor 0, wie die Determi-
nante der Matrix.
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Beweis. Wir betrachten

c+d
ac
be 2
d
bd bd
2 2
Cr ——————————————————————————————————————
ac be
2
b a a+b

Figur 4.1: Berechnung des Flacheninhaltes.
und berechnen

(a+Db)(c+d)— (bc+bc+%+%d+%+%c) = ac + ad + be + bd — 2bc — bd — ac
= ad — bc

= det A.

[]

Bemerkung 4.1.3. Sie konnten sich beschweren, dass wir eigentlich gezeigt haben, dass
der Skalierungsfaktor det A und nicht |det A| ist und Sie wiirden sich zu Recht beschwe-
ren. Der Grund dafiir ist, dass es eine versteckte Annahme in unserem Bild 4.1 gibt.

Die Annahme ist, dass das Paar von Vektoren

ma(er) = (Z) und ma(es) = (Z)

die gleiche ,Orientierung” wie e; und e; haben. Was meinen wir damit? Beachten Sie,
dass ey ,links“ von e; liegt und wir m4(es) auch links von mu(e;) gezeichnet haben.
Wenn das der Fall ist, dann sagen wir, dass A orientierungserhaltend ist. Falls wir das

Bild so gezeichnet hatten:
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€9 fampmnan
!
!
|

Dann hétten wir

Flacheninhalt(m4(E)) = bc — ad = |det A|
erhalten, was bedeuten wiirde, dass die Determinante in diesem Fall negativ ist. In
diesem Fall sagt man, dass m, orientierungsumkehrend ist.

Fazit:

e Die Abbildung m, ist orientierungserhaltend genau dann, wenn det A > 0.
e Die Abbildung m4 ist orientierungsumkehrend genau dann, wenn det A < 0.
e In beiden Féllen skaliert m 4 den Flacheninhalt mit dem Faktor |det A].

Bemerkung 4.1.4. Wiederum konnten Sie argumentieren, dass wir Proposition 4.1.2
nicht fiir einen beliebigen Bereich in R? kennen, da wir nur die Proposition nur fiir das
von e; und ey aufgespannten Quadrat gezeigt haben. Und auch Letzteres haben wir
durch ein Bild gezeigt, welches viele bestimmte Wahlen beinhaltete. Sie hitten recht,
aber was wir gezeigt haben ist nicht weit entfernt von einem kompletten Beweis: Man
muss einen allgemeinen Bereich in kleine Quadrate teilen (was Sie wahrscheinlich schon
viele Male in der Analysis gemacht haben) und dann den Beweis, den wir gegeben

haben, so modifizieren, dass er fiir beliebige (kleine) Quadrate gilt.

Die obige geometrische Interpretation der Determinante wird in allen Dimensionen

wahr sein.

4.2 Volumen-Funktionen und die abstrakte Definition

der Determinante

Wir werden die folgende Notation wihrend dieses Abschnitts verwenden:
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Sei A € M,xn(K) eine Matrix. Wir schreiben Ay, ..., A, fiir die Zeilen von A und
AM AWM fiir die Spalten von A. Wir schreiben

U1
€ Myun(K)
Un
fiir die Matrix, deren Zeilen vy, ..., v, sind.

Man kann die Determinante auf zumindest zwei Arten explizit definieren:

(1) Mittels Permutationen (nach Leibniz, welcher die Determinante zuerst fiir 3 x 3-

Matrizen im Jahre 1683 in einem Brief an L’Ho6pital definierte).

(2) Induktiv unter der Benutzung des Entwicklungssatz von Laplace, welchen wir spéter

sehen werden.

Die eleganteste Art (jedoch mit dem Nachteil, dass sie abstrakt ist®) die Determi-
nante einzufiihren, ist es der Charakterisierung von Weierstrass (aus dem Jahre 1903)

zu folgen und drei einfache Axiome zu benutzen:

Definition 4.2.1 (Definition und Satz). Es existiert eine eindeutige Funktion
det : Myyn(K) — K,

die Determinante heisst und die folgenden Eigenschaften®* erfiillt:®
(D1) Die Abbildung det ist multilinear beziiglich Zeilen® Dies bedeutet:

(a) Fir alle vy,...,v,,w € K}, und alle 1 < i <n gilt

e
U1 U1 U1

Vi1 Vi—1 Vi—1
det [v;+w | =det| v; | +det| w

Vi1 Vit1 Vit1

Un Un Un,

3Wenn man darauf besteht eine explizite (nicht abstrakte) Definition der Determinanten anzuge-
ben mittels Permutationen, dann muss man ein Meister im Umgang mit Indizes werden. (Siehe den
wunderbaren Beweis von det AB = det Adet B in [10, S. 229].)

1Diese Eigenschaften nennt man die Aziome der Determinante.

Wir wihlen die Notation (D1)-(D3), so dass Sie problemlos den entsprechenden Stoff im Fischer
[7] nachlesen kénnen.

6Genau so gut konnten wir dies beziiglich Spalten definieren und wiirden dieselbe Determinante
erhalten.
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(b) Fiir alle a € K, alle vq,...,v, € KJ; und alle 1 <1i <n gilt

e

U1 U1
Vi—1 Vi—1

det | av; | =adet | v,
Vi1 Vi41

Un Up

(D2) Die Abbildung det ist alternierend. Das heisst, falls A zwei gleiche Zeilen hat,
dann ist det A = 0.

€1
(D3) Die Abbildung det A ist normiert. Das heisst, dass det I,, =det | : | = 1.
€n
Fir
ai A1n
A= F | € Mun(K)
Upi -+ Oy

schreibt man héufig |A| := det A oder

aip -+ Qin aip -+ Qin
= det

ap1 * Qpp Qp1 -+ Qnn

Wir werden den Existenz-Teil dieses Satzes spater beweisen. Jetzt beweisen wir
zunéchst weitere Eigenschaften der Determinante, die aus den drei Axiomen (D1)-(D3)
folgen, und zum Schluss folgt auch die Eindeutigkeit der Abbildung det.

Dies ist ziemlich cool: Wir wissen noch nicht, ob solche Objekte iberhaupt existieren,
werden jetzt aber weitere FEigenschaften von diesem hypothetischen Objekt finden bis
zu dem Punkt, wo wir fast schon wissen wie man zeigen kann, dass dieses Objekt
iiberhaupt existiert.

In diesem ganzen Abschnitt bezeichnet det eine Funktion, die (D1)-(D3) in Definition
4.2.1 erfiillt. Das heisst, man konnte zu jeder Aussage in diesem Abschnitt den Satz

el det eine Funktion, die die Definition 4.2.1 erfiillt hinzufiigen.
Proposition 4.2.2. Es gilt:

(D4) det (AA) = X" det A.
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(D5) Falls A eine Nullzeile hat, dann ist det A = 0.

Beweis. Beide folgen aus (D1) (b) (Wieso?). Wir geben jedoch noch einen ausfiihrlichen

Beweis:
(D4) Mit mehrfacher Anwendung von (D1) (b) folgt, dass

A Aq)
det M =det | = | P2P arger [ ;| = Ardet A,
AAm) Aw)

(D5) Falls die Nullzeile A, ist, dann gilt 0 - A,y = A(,) und daher folgt
A Aw A

(D

det | A,y | =det | 0- Ag,) 1) Odet | Ag,y | = 0.

Ay Ay Ay

]

Wir wiirden gerne den Effekt der Gauss’schen Elimination, also Zeilenumformungen,
auf die Determinante verstehen. Da wir bereits den Zusammenhang von Zeilenumfor-
mungen und Elementarmatrizen verstehen, werden wir diesen auch in der Formulierung

folgender Proposition verwenden:

Proposition 4.2.3 (Gauss und die Determinante”). Es gelten folgende weitere Eigen-

schaften der Determinante:

(D1b) Sei A € K und A Al B Dann st det B = Adet A. Mit Elementarmatrizen®

ausgedrickt heisst das, dass

det (S;(A)A) = Adet A.

(D6) Falls A Lol B, dann ist det A = —det B. Mit Elementarmatrizen ausgedriickt
heisst das, dass

det (P, ;A) = —det A.

THinter dieser Uberschrift steckt eigentlich ein Wortwitz: Gauss gab urspriinglich der Determinante
ihren Namen, aber in einem anderen Kontext. Er studierte quadratische Formen in zwei Variablen,
welche er mit einer Zahl versehen hat, die ihre arithmetischen Eigenschaften determiniert (bestimmt).
Also hat er diese Zahl Determinante genannt.

80bwohl S;()\) nur dann eine Elementarmatrix ist, wenn \ # 0.
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(D7) Sei A € K und A e B, wobei i # j. Dann ist det A = det B. Mit

Elementarmatrizen ausgedriickt heisst das, dass

det (Q;;(N)A) = det A.

Beweis. Wie die Nummerierung andeutet, ist die erste Aussage dquivalent zu (D1)(b).
Fiir (D6) nehmen wir ohne Beschridnkung der Allgmeinheit an, dass ¢ < j ist und
betrachten die Matrix
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wobei der Zeilenvektor Ag) + A(;) in der i-ten beziehungsweise j-ten Zeile steht. Dann

gilt

A A
. . Aw) Ay
02 det B P2 det : + det :
Aw + Ag) Ay + Ag)
A An)
Aq) Aq) Aq) A
o Ag) A A Ag)
PO qet | 0 | +det | ¢ | +det| ;| +det
A A Aw) Ag)
A Aw) Aw) Aw)
Aq) Aq)
. A A
(2) det : + det :
A Ag)
Ay Aw)
Dies zeigt (D6).
Fiir (D7) benutzen wir (D1):
A A A
Ay Ay Ay
det B = det A(z) + )\A(]) = det A(z) + Adet A(j) =det A+ X-0=det A,
At Al At
An) A A
—C
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wobei wir benutzt haben, dass C' zwei gleiche Zeilen (i # j) hat. Also ist det C' = 0
nach (D2). O

Bemerkung 4.2.4. Bemerken Sie, dass (D6) eigentlich dquivalent ist zu (D2) (im Fall
char(K') # 2). Das erklart den Begriff ,alternierend”.

Nach dieser Proposition sollte der Leser sagen: ,,Cool!“ Was ich im ,Endgame” ma-
chen muss, ist alles, was ich jetzt wissen muss. Also was die Determinante einer Matrix
in Stufenform ist. Ein Fall ist bereits klar: Falls die Stufenform eine Nullzeile hat, dann
ist die Determinante 0 nach (D5).

Proposition 4.2.5. Fiir eine obere Dreiecksmatrix

aq * *
0
A=
k
0 0 a,

gilt det A = ay - - - a,,. Dieselbe Aussage gilt fiir untere Dreiecksmatrizen

ag 0 - 0
det ' =ay-- Q.
* “ .. * an
Beweis. Fall a; # 0 ist fiir alle ¢ € {1,--- ,n}, kdnnen wir ,nach oben reinigen* und

verdndern damit laut (D7) die Determinante nicht. Daher gilt
ag 0 - 0

0 .o
detA(D:7) det . ' . = al...andet(In) ="ay- - ay.

Fallsein i € {1,--- ,n} mit a; = 0 existiert, dann sei i = max {¢ | a; = 0}. Wir kénnen
dann ,nach oben reinigen* mit a; 41,...,a,, die alle verschieden von Null sind, ohne
die Determinante zu dndern. Dabei ist dann die ig-Zeile eine Nullzeile, und aus (D5)
folgt, dass

det A=0=uay---a,.

Derselbe Beweis, aber mit ,nach unten reinigen und mit min statt max zeigt die

zweite Aussage beztiglich unterer Dreiecksmatrizen. O]
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Korollar 4.2.6. FEs gilt
det A # 0 <= Rang(A) =n <= A ist invertierbar.

Beweis. Die zweite Aquivalenz haben wir bereits in Proposition 3.6.8 gezeigt. Fiir die
erste sei B eine Matrix in Stufenform, die zeilendquivalent zu A ist. Laut Proposition
4.2.3 gilt

det A #0 <= det B # 0.

Falls Rang(B) < n ist, dann hat B eine Nullzeile?. Nach (D5) gilt dann det B = 0.
Falls Rang(B) = n ist, so ist B eine obere Dreiecksmatrix mit von Null verschiedenen
Eintrdgen auf der Hauptdiagonale. Laut Proposition 4.2.5 gilt also det B # 0. Dies zeigt
det B # 0 <= Rang(B) = n. Da Rang(A) = Rang(B) ist, folgt das Korollar. O

Erinnern Sie sich, dass diese Eigenschaft der Determinante unser Hauptziel war.
Das einzige Problem: Wir wissen noch nicht, ob die Determinante tiberhaupt existiert!
Diese Erkenntnis gibt uns aber die Motivation, die Existenz zu zeigen, und ausser-
dem Methoden zur Berechnung der Determinante zu entwickeln und vielleicht auch
Methoden zur Berechnung der Inverse mittels Determinanten zu finden (Beispielsweise
Verallgemeinerungen von Proposition 4.1.1 fir n € N zu finden).

Bevor wir weitere Eigenschaften dieses tollen hypothetischen Objekts zeigen, bemer-

ken wir, dass wir die Determinante mittels Proposition 4.2.3 berechnen koénnen.

0 1 2
Beispiel 4.2.7. Um die Determinante |A| von A = | 3 -2 0 | zu bestimmen,
4 1 4

verwenden wir Zeilen-Operationen, um eine Dreiecksmatrix zu bekommen.

= =4 =42

0 1 2 3—20L4LL 3 =2 0

) —_— = _),

3 —9 o | el o 1 o | 2T 0 1 2
4 1 4 4 1 4 0 4
::J{lg ::J.fh;

3 =2 0 3 =2 0

3L3~>L3 O 1 2 L3711L2~)L3 O 1 2

0 11 12 0 0 =10

Laut Proposition 4.2.3 gilt

o |Al=—]Ad,

9 Alternativ ist B eine obere Dreiecksmatrix mit 0 auf der Hauptdiagonale und hat daher Deter-
minante 0.
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o [Ai] = [Ay],
o 3|Ay| = |As,
o [As] = [A4],

also —3|A| = |A4|. Laut Proposition 4.2.5 ist |A4] = 3-1-(—10) = —30. Daher gilt

|A] = =8 = 10.

Hier ist eine verwirrende Frage: Wie kann es sein, dass wir etwas berechnen koénnen,
dessen Existenz wir noch nicht sicherstellen kénnen? Wenn wir es berechnen konnen,
zeigt dies nicht seine Existenz? (Hinweis: Wenn man versucht mittels Proposition 4.2.3
die Determinante zu definieren und dabei die Existenz zu etablieren, gibt es ein kleines
Problem... die Wohldefiniertheit!)

Fiir den Beweis der Eindeutigkeit und um zu zeigen, dass die Determinante multi-

plikativ ist, wére es hilfreich die Determinante der Elementarmatrizen zu kennen.
Lemma 4.2.8. Fiir jedes a € K gilt

(1) det (Si(@)) = a,

(2) det (Pyy) = —1.

(3) det (Q;(a)) =1

Ausserdem gilt fiir jede Elementarmatriz T und jede beliebige Matriz B, dass
det(T'B) = det T det B.

Beweis. Wir geben unten einen Beweis, bemerken aber kurz, wie man auch durch zwei
andere Argumente argumentieren kénnte: (1) und (3) folgen direkt aus Proposition
4.2.5. Ausserdem kann man alle drei Aussagen auch mit Zeilenumformungen zeigen,
wie die Leser iiberpriifen konnen.

Wir zeigen das Lemma nun aber mit der Elemementarmatrizen-Formulierung von
Proposition 4.2.3: Teil (1) folgt aus

| = det 1, Lemma 36.15 3 (Sz' (l) Si(&)) Prop. 4.2.3 1 det Si(a).

a a
Teil (2) folgt aus

Lemma 3.6.15 Prop. 4.2.3

1=detl, det (P, ;P ;) =" —detD;.

Teil (3) folgt aus

Prop. 4.2.3

1 = det I, "™ det (Q;;(—) Qi () det Q;.;(c).
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Die letzte Aussage folgt jetzt, da sie mit (1), (2) und (3) genau #dquivalent zu der
Elementarmatrizen-Formulierung von Proposition 4.2.3 ist.

]

Um weiter zu zeigen, wie toll die Elementarmatrizen sind, benutzen wir sie jetzt, um

die folgende grundlegende Eigenschaft der Determinante zu beweisen:

Proposition 4.2.9. Seien A, B € M,,»,(K). Dann gilt
det (AB) = det Adet B.

Beweis. Falls Rang(A) < n, dann ist auch Rang(AB) < n (Wieso? Denken Sie an
Matrizen als lineare Abbildungen). Laut Korollar 4.2.6 sind dann beide Seiten der
Gleichung Null.

Nehmen wir also an, dass Rang(A) = n und daher, dass A € GL,(K). Laut Satz

3.6.16 ist A ein endliches Produkt von Elementarmatrizen, also
A=T,---T,

mit Elementarmatrizen T;, 1 < i < k. Wir beweisen jetzt (4.2.9) mit Induktion tiber k.
Fir k£ = 1 haben wir genau die letzte Aussage in Lemma 4.2.8. Wir nehmen an, dass

die Aussage fiir £ — 1 gilt und betrachten

Fall k=1

Ind-Amnabme ot Ty det (Ty - - - Ty,) det B
P et (TV Ty -+ - Ty) det B = det A det B.
Also folgt die Proposition. O

Als eine letzte Anwendung von Elementarmatrizen beweisen wir die Eindeutigkeit

der Determinante.

Korollar 4.2.10. Seien det und det zwei Funktionen, die (D1) — (D3) erfillen. Dann
ist det = det.

Beweis. Fiir A mit Rang(A) < n muss laut Korollar 4.2.6
det(A) = 0 = det(A)
gelten. Fiir A mit Rang(A) = n existieren Elemenatarmatrizen 77, - -« , T} mit

A=T---Tp.
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Laut Proposition 4.2.9 und Lemma 4.2.8 gilt

det A =detT;---detT}

— — — (4.1)
= detT} - - - detTy, = det(A),

daher gilt det = det. O]

Bemerkung 4.2.11. Wir haben willkiirlich gewahlt, die Theorie der Determinante iiber
Zeilenoperationen zu entwickeln 1°. Im néchsten Kapitel werden wir zeigen, dass det(A) =
det(AT) ist, was auch zeigt, dass die analogen Aussagen aller obigen Aussagen auch fiir
Spalten gelten. Die Leser sollten sich daher merken, dass es &ussert niitzlich ist, so-
wohl Zeilen- als auch Spaltenumformungen in der Berechnung einer Determinante zu

benutzen.

4.3 Existenz der Determinante

Es gibt zumindest zwei Wege die Existenz der Determinante zu zeigen. Einer davon
ist es, eine induktive Definition zu benutzen mittels dem Entwicklungssatz von La-
place, welchen wir spéter sehen werden (vgl. Prop. 4.5 in [12]). Der zweite Weg benutzt
Permutationen. Da induktive Definitionen nie erleuchtend sind, gehen wir den zweiten
Weg.

Um diesen Text nicht noch ldnger zu machen, erkldren wir jetzt nicht, wieso uns
Permutationen eigentlich aufgezwungen werden durch die vorherigen abstrakten Defi-
nitionen (der Determinante), wenn wir die Existenz der Determinante zeigen wollen.
Die interessierten Leser konnen den Dozenten in der Nachbesprechungszeit fragen und

versuchen folgende Ubung zu lésen:

Ubung 4.3.1. Zeigen Sie nur unter Verwendung von ((D1)-(D3) und vielleicht (D6)),

dass
a b
det ( ) = ad — be
c d

die einzige Funktion ist, die (D1)-(D3) erfiillt.

b
Hinweis: Fiir eine Funktion @, die (D1)-(D3) erfiillt, betrachten Sie ® ( <a€1 N 62) ) .
ce1 + des

4.3.1 Permutationen

Sei S, = Abb({1,...,n}). Das heisst, S, ist die Gruppe aller bijektiven Funktionen

von {1,...,n} auf sich selbst mit der Verkettung als Verkniipfung. Die Elemente von

0Eigentlich nicht ganz willkiirlich: so kann man diesen Stoff auch in Fischer nachlesen.
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Sy, heissen Permutationen (von {1,...,n}). Wir benutzen die folgende Schreibweise:

Fiir o € S,, schreiben wir

1 2 -
7" (0(1) o(2) - a(n)>‘ (42)

Per Definition der Multiplikation als Verkettung gilt fiir alle 0,7 € .S,
1 2 - 0n 1 2 - n
T-0= .
(1) 7(2) -+ 7)) \o(1) o(2) -+ o(n)

Erinnern Sie sich daran, dass die Permutation

1 9 ...
Id := "
1 2 --- n
das neutrale Element von S, ist, und dass die Inverse o~! die Umkehrfunktion von o

ist. Einige Elemente spielen eine spezielle Rolle:

Definition 4.3.2. Sei n € N. Wir definieren das Element o; ; € S, als die Permutation,

die 7 und j vertauscht, und sonst nichts &ndert. Das heisst

7, falls k=1
o,(k) =144, fallsk=j.

k, sonst

Ein Element von S, das von der Form o, ; ist, nennen wir eine Transposition.
Lemma 4.3.3. Sei 7 € S, mit 7(1) =i und 7(2) = j. Dann gilt 70127 = 0y ;.

Beweis. Wir berechnen: Fiir k ¢ {i,7} ist 771(k) ¢ {1,2} und daher ist
o1a(m7H (k) =771 (k)
beziehungsweise 7(01 (771 (k))) = 7(r7'(k)) = k. Fiir ¢ und j gilt

7017 (i) = T(012(1)) = 7(2) = j
717 ' (j) = T(012(2)) =7(1) =i

und das Lemma folgt. O
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1
Beispiel 4.3.4. Die Gruppe S ist ziemlich langweilig. Sie hat nur ein Element <1>

Beispiel 4.3.5. Die Gruppe S, ist nicht viel interessanter, hat aber zumindest eine

A (WES

Beispiel 4.3.6. Jede Transposition hat Ordnung zwei. Das heisst, fiir jedes o, ; € S,

(Ui,j) = Ui,j . Ui,j = Ui,j e} Ui,j = .

Dies bedeutet auch, dass (0;;)~" = 0, ;. Bemerken Sie ausserdem, dass o;; = 0.

Transposition

gilt

Beispiel 4.3.7. Die Gruppe S3 ist schon interessanter. Wir schreiben alle ihre Elemente

Id::123
1 2 3

1 2 3
o= = 013012 =012 023 (*)

auf:

2 31

1 2 3
0-0= =019-0
3 1 9 1,2°013
1 2 3
= :O‘
2 2 1 3 2,1
12 3 1 2 3 1 2 3
T-0O = . = = 0 = O
291 3 2 3 1 1 3 2 28 782
3 1 2 3
— = 0 = 0 .
3 3 2 1 3,1 1,3

Es gibt keine anderen Elemente in S3 (Wieso?). Ausserdem kann man sich als Beispiel

\]
Il
=

—_
=N W DN

Q
\]
Il
-~
[N
w N
—_ W
~_
-~
[N

merken, dass

oro ! = 001,20_1 =023

aus Lemma 4.3.3 folgt, was man auch direkt berechnen kann.

Hier sind zwei Aussagen, die aus dem Obigen folgen:
e 53 ist nicht-abelsch, da 7o # o7 ist.

e Jedes Element von S; ist entweder eine Transposition oder ein Produkt von Trans-

positionen (aber nicht auf eine eindeutige Weise wie zum Beispiel (x) zeigt).
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Die beiden letzten Aussagen werden wir verallgemeinern. Die erste zu verallgemei-

nern ist sehr einfach:

Ubung 4.3.8. Benutzen Sie, dass S; nicht-abelsch ist, um zu zeigen, dass S, fiir n > 3
nicht-abelsch ist.

4.3.2 Signum einer Permutation

Definition 4.3.9. Sei ¢ € S,,. Ein Fehlstand! von o ist ein Paar i < j fiir 4,5 €
{1,...,n}, so dass
o(i) > a(j).

Beispiel 4.3.10. Falls n = 3 ist, gibt es drei mogliche Paare mit i < j in {1,2,3},
namlich {(1,2),(1,3),(2,3)}. Zwei davon sind Fehlstiande fiir die Permutation

1 2 3
o= ;
2 31

e Fir 1 <2ist 0(1) =2 <3 =0(2). Also ist (1,2) kein Fehlstand.
e Fir 1 <3ist o(l) =2>1=0(3). Also ist (1, 3) ein Fehlstand.
e Fiir 2 < 3ist 0(2) =3 > 0(3) = 1. Also ist (2, 3) ein Fehlstand.

1 2 3

Man sagt: 0 =
2 31

) hat zwei Fehlstdande.

Dies konnte man versuchen zu veranschaulichen:

1 2 3
" S
1 2 3

Das blaue Kreuz entspricht dem Fehlstand (2,3) und das rote Kreuz entspricht dem
Fehlstand (1, 3). Man iiberpriift, wie viele Uberkreuzungen es gibt. Jede Uberkreuzung

entspricht einem Fehlstand.

2 3 4

1
Beispiel 4.3.11. (1) Die Permutation (2 A 3) hat zwei Fehlsténde:

2 4

1 2 3
XX
1 2 3 4

HTnversion auf Englisch.
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1 23456

(2) Die Permutation hat fiinf Fehlsténde:
2 345 61

l1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

2 ... n—1
" 7;) genau n — 1 Fehlstande.
n

.. 1
(3) Ahnlich hat die Permutation (2

Beispiel 4.3.12. Die Transposition oy 5 € S, hat nur (1,2) als Fehlstand. (Wieso?)

Definition 4.3.13. Wir definieren das Signum einer Permutation o € S,, als'?

en(o) +1, falls o eine gerade Anzahl von Fehlstdnden hat
sign(o) =
—1, falls o eine ungerade Anzahl von Fehlstdnden hat

wobei k die Anzahl der Fehlstdnde von o ist. Eine Permutation o heisst gerade, falls

sign(o) = +1 und ungerade, falls sign(o) = —1 ist.

1 2 3
Beispiel 4.3.14. e sign (2 5 1) =(-1)?%=1.

e sign(oyo) = (—1)' = —1.

1 2 - n—1 n
e sign = (=11
& (2 3 ... n 1) (=1)

Wir werden jetzt die folgenden zwei Lemmata zeigen:

Lemma 4.3.15. Fir o € S, gilt

sign(o) = H o(j) —o(i) _ Ilig;(0(5) — U(i))'

o J—i iU -9 49

Lemma 4.3.16. Fir alle 0,7 € S, gilt sign(7o) = sign(7) sign(c). In anderen Worten
18t

S, — 7,/27 =~ {1,—1}

o — sign(o),

ein Homomorphismus von S, nach Z/27 = {1, —1}.

12Viele Autoren schreiben sgn statt sign (inklusive dem Dozenten).
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Diese Lemmata und ihre zugehorigen Beweise mogen schwierig erscheinen, sind aber
eigentlich elementar. Hier sind einige elementare Beobachtungen, die uns im Beweis von
Lemma 4.3.15 helfen:

e Sowohl der Nenner als auch der Zahler in (4.3) enthalten alle moglichen Paare.
Im Nenner kommen sie immer in der Form j —¢ vor, was immer eine positive Zahl

ist. Im Zéahler hingegen konnte o das Vorzeichen kehren. Insbesondere ist

IL;l0(i) —o(i)]
Hi<j(j - Z)

da alle Faktoren sich miteinander kiirzen.

=1, (4.4)

e Genauer gesagt, andert o das Vorzeichen im Zéhler genau dann, wenn (7, j) ein
Fehlstand ist:
o(j) —o(1)

>0 <= (i,7) ist kein Fehlstand von o

J—1
M <0 <= (i,j) ist ein Fehlstand von o.
j—1

Jetzt sind wir bereit fiir den Beweis von Lemma 4.3.15. Wir erklaren zur Vorberei-

tung zuerst alle Schritte mit Hilfe der Permutation

1 2 3
2 3 1/

1 2 3
Beispiel 4.3.17. Wir iiberpriifen Lemma 4.3.15 fiir o = (2 5 1). Es gilt

{t<jlijed{l,2,31} ={(1,2),(1,3),(2,3)}.

Daher besagt das Lemma, dass

0(2) —o(l) o(3)—0c(1) o(3)—0o(2)

signlo) = =57 31 32
B 32 1-2 1-3
N 21 3—-1 3—2
~—— —— ——
(1,2) ist kein Fehlstand (1,3) ist ein Fehlstand (2,3) ist ein Fehlstand
kﬁgen (_ 1)2 — (_ 1)Anzah1 der Fehlsténde.

2 ist die Anzahl der Fehlstinde

Der allgemeine Beweis ist ganz ahnlich.
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Beweis von Lemma 4.53.15. Sei o € S,. Fiir ¢ < j gilt:
(4,7) ist ein Fehlstand <= o(j) — o(i) < 0.

Sei s die Anzahl der Fehlstéinde von ¢. Dann gilt

[[e0=c® _ [ 2000 [ qq lW-o0)

i T i<j, J—1 i<, J=
o(i)<o(4) o(i)>o(4)
ST o) = o(@)] s
:(_1) H S :(_1)7
gy J—1
1<J
wobei die letzte Gleichheit aus (4.4) folgt. O

Fir den Beweis von Lemma 4.3.16 benutzen wir Lemma 4.3.15:

Beweis von Lemma 4.5.16. Es gilt

st s [ T =l
r(0(7)) = 7o (i) 17 7)o (i)
g rrerrim ey

Lemma 4.3.15 7 T(0(j)) — 7(0(4)) sien(o
B TR

1<j
A

(%)

Es geniigt also zu zeigen, dass (x) = sign(7). Machen Sie an diesem Punkt eine Pause
und tiberzeugen Sie sich davon, dass es tatsiachlich geniigt, (x) = sign(7) zu zeigen.
Es gilt

1<J,
o(i)<o(j) o(i)>0(j) (V)

Betrachten Sie nun genau den Term (). Was passiert, wenn wir ¢ mit j vertauschen
und j mit ¢7 Nichts passiert, da wir sowohl den Nenner und als auch den Zahler einfach

mit —1 multiplizieren. Das sagt uns, dass wir die Rollen von ¢ und j einfach vertauschen
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konnen im zweiten Produkt, ohne dass sich etwas andert. Also ist

H (x) = H (%)
W50l o)l
Wenn wir das in (4.5) einsetzen, erhalten wir
= =TI T(U({)) (0(d) | 11 T(U;J')) —7(o(i))

N-ot M TG =60

_ 7(0(4)) = 7(0 (i)
- 1 a(j) —o(i)

7::a(i),:}::o(j) H M
j—i

a(i)<a(j)

i<y
Lemma 4.3.15 .
= sign(7).

Dies beendet den Beweis des Lemmas. O
Korollar 4.3.18. Fiir alle 0 € S, gilt sign(o™") = sign(o).

Beweis. Nach Lemma 4.3.16 gilt 1 = sign(Id) = sign(o) sign(o 1), also ist

sign(o™!) = (sign(0)) " = sign(o).

[

Korollar 4.3.19. Fir jedes i # j gilt sign(o; ;) = —1.

Beweis. Aus Beispiel 4.3.14 wissen wir, dass sign(oi;2) = —1. Sei nun 7 € S, mit

7(1) = ¢ und 7(2) = j. Laut Lemma 4.3.3 wissen wir, dass

-1 _
7'0'1727' = Ui,j-
Daher ist
sign(o; ;) = sign(7) sign(o 5) sign(7 ) Forollar 4.3.18 sign(oy9) = —1.
Das Korollar folgt. O]

Korollar 4.3.20. Es gilt:
(1) Die Abbildung sign: S,, — {£1} ist surjektiv, falls n > 2.

(2) Die Menge A,, = {0 € S, | sign(c) = 1} = {alle geraden Permutationen} ist eine
Untergruppe von S,,.
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(3) Fiir jede Transposition®> T € S, gilt

A, ={o7 |0 € A}
={o €S, |sign(o) = —1}
= {alle ungeraden Permutationen}

= S, \ A,

(4) Ausserdem gilt |A,| = |A,7| =115, =12

Beweis. (1) Es gilt zum Beispiel, dass sign(Id) = 1 und sign(o;3) = —1. Also ist die
Abbildung sign surjektiv.

(2) Da wir diese Aussage nicht brauchen werden, iiberlassen wir diesen Beweis dem
Leser als Ubung. Erinnern Sie sich daran, dass A, eine Untergruppe ist, wenn

Id € A, ist, und wenn A,, abgeschlossen ist beziiglich Multiplikation und Inverse.

(3) Sei T eine Transposition. Bemerken Sie zuerst, dass

A, — A, T

O+ 0T

(4.6)

eine Bijektion ist, da die Funktion n ~ 7! ihre Umkehrfunktion ist. Wir behaup-

ten des Weiteren, dass A, 7 die Menge aller ungeraden Permutationen ist:

e Jede Permutation der Form o7 fiir o € A,, erfiillt
sign(o7) = sign(o) sign(7) = +1-(—-1) = —1.
e Falls 1 Signum sign(n) = —1 hat, dann ist
sign(nT 1) = sign(n)sign(r ') = —1-(~1) =1,

wobei wir benutzt haben, dass sign(7~!) = sign(r) = —1. Also ist n7~! € 4,
und daher ist

n= (7]7”1)7' cA,T.

(4) Da (4.6) eine Bijektion ist, folgt |A,,| = |A,7|. Des Weiteren folgt, dass
n! = |S,| = |4, U A.7| = |A,] + |AnT],

was (4) impliziert (Wieso die erste Gleichheit gilt, tiberlassen wir den Lesern).
[

13Eigentlich gilt es sogar fiir jede ungerade Permutation.
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Wir sind jetzt bereit, die Existenz der Determinante zu zeigen.

4.3.3 Existenz

Wir haben bereits die Eindeutigkeit der Determinante gezeigt. Wenn man die Ein-
deutigkeit direkt zeigen méchte (siehe auch Ubung 4.3.1 fiir den Fall n = 2), dann fiihrt

dies zur Betrachtung des folgenden Ausdrucks:

Q11 - Qin
det A=det | : : = Z Sign(o)aie(1) - A20(2) * * * Gno(n)
Ap1  *° Qpp €S (47)
= Z sign(o) Haw(i).
ocESH i=1

Das mag auf den ersten Blick vielleicht furchteinfléssend wirken. Schauen wir uns
also konkrete Formeln fiir n = 2,3 an. Danach werden wir zeigen, dass Definition die
(4.7) tatséchlich (D1)-(D3) erfiillt, was dann auch die Existenz der Determinante zeigt.

1 2
Beispiel 4.3.21 (n = 2). Es gilt, dass Sy = {Id, (2 1) } Daher ist

dot (Zn a12> — Z sign(a)am(l)@%(?)

21 Q22 eyl

1 2
= sign(Id)ajjass + sign ((2 1)) 12091

= 11022 — Q12G21.

Beispiel 4.3.22. Unter Benutzung von Beispiel 4.3.7 erinnern wir uns an alle Elemente

von S3 und ihre jeweiligen Signums:

1 2 1 2
A3 =<1Id,oc = 3 L0 = 3
2 31 3 1 2
1 1 1
S3\ A3 =< 7=1Id7 = 23 ,OT = 23 0T = 23 .
2 1 3 3 2 1 1 3 2
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Also ist
apr Gz a13
det | ag1 ag ag | = Z 81g0 (1)) A1n(1) G2n(2) G3n(3)
az azz 33 n€Ss

= Z (1n(1)A2n(2)A3n(3) — Z A1n(1)A2n(2) A31(3)
neAs neSs3\As

=a11022033 + (12023031 + G13G210G32
—_—
n=Id n=o 77:02
— (a12a21a33 + 13022031 + a11023032).
—_— Y Y

n=1 n=oT n=o?2r

Es gibt eine coole Art und Weise, wie man sich diese Formel merken kann, und zwar

mit der Regel von Sarrus:

11 a2

+ +
ail Cl12>< ais
an/ a22><a23 a1 a99
asi as2 ass a3 as3o

Bemerkung 4.3.23. Nachdem sie diese Regel gesehen haben, googeln viele Studenten

nach einer ahnlichen Formel fiir 4 x 4-Matrizen. Leider existiert eine solche Formel nicht.

Aber Sie miissen keine Angst haben: Wir werden im néchsten Abschnitt den Laplace-

Entwicklungssatz sehen, welcher die beste Methode ist, um Determinanten fiir grosse

Matrizen zu berechnen (zumindest wenn man es von Hand macht).

Jetzt wo wir keine Angst mehr haben vor Ausdriicken wie in (4.7), sind wir bereit

die Existenz der Determinante zu zeigen.

Satz 4.3.24. Sei det so definiert wie in (4.7). Dann erfillt det die Bedingungen (D1 )-
(D3) aus Satz 4.2.1.
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Beweis. (D1): Um (D1) (a) zu zeigen, benutzen wir folgende niitzliche Notation aus
dem Buch von Fischer |7]:

det Z sign(0) - aip() - (@) + Tipgiy) * - -+ Ano(n)
O’GSn
= Z sign(o) - a1oa) - - - - - aga(i) L na(n)
oESy
+ Z&gn g )-...-a;’g(i)-...-am(n)
oESh

=det | a; | +det | a)

Also gilt (D1) (a).
Wir zeigen nun, dass auch (D1) (b) gilt: Fiir jedes 1 <i <n und X € K gilt

@11 - Qi
det | Aa;1 -+ dagy | = E sign(o) a1 C A (iy - Opg(n)
. . oESK
Qn1 Qpn

=\ Z sign(a)alo(l) *ee Gpo(n)

O'ESn

= Adet A.

(D2): Fast alles, was wir bis jetzt besprochen haben {iber S, werden wir fiir den
Beweis von (D2) verwenden: Angenommen die Matrix A hat zwei gleiche Zeilen A;) und
Ay mit @ # j. Sei 7 = 0 ;. Wir miissen zeigen, dass det A = 0. Erinnern Sie sich daran,
dass S, = A,,UA, 7 = {alle geraden Permutationen}U{alle ungeraden Permutationen}
(Korollar 4.3.20), wobei A,7 = {o7 | 0 € A,}. Daher gilt

det A = Z Aio(1) * -+« " Ono(n) — Z Alo(r(1)) " -+ -~ Ano(r(n))

ocEA, o€A,
Summe iiber A, Summe iiber Sp\Ap=A,T
= E A1g(1) -+ " Qno(n) — Qlo(r(1)) * - -+ * Ano(r(n))-
cEA,
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Beachten Sie, dass die linke und rechte Seite (links bzw. rechts des Minus) jedes Sum-
manden von <) fast die gleichen Terme haben bis auf gewisse Anderungen, welche von
T verursacht werden.

Erinnern Sie sich jetzt daran, dass Ay = A(j) gilt, was impliziert, dass

Al — Cij (48)
fir alle £k = 1,...,n gilt. Dies zeigt, dass das Produkt der Terme, die von 7 gedndert
werden, dasselbe ist:

Definition von 7 (4.8)
Qio(r(i)) jo(r(5)) = Qio(j)Ajo(i) = Qjo(j)Li(o(i)- (4.9)

Dies zeigt, dass jeder Summand von < gleich 0 ist. Also ist det A = 0.
(D3): Um ein gutes Ende zu haben: Der Beweis von (D3) ist einfach: Fiir

a1p - Qin

Ap1  *++ Qnn

haben wir, dass a;; = 0, falls ¢ # j. Der einzige Summand im Ausdruck (4.7), welcher

keinen Faktor der Form a;; fiir ¢ # j enthélt, ist der Summand, welcher der Permutation

1 2 ...
Id = " entspricht. Also ist
1 2 ... n

det I, =sign(Id)ay; - ... - ap, =1-1---1=1.

Also erfiillt det wie in (4.7) die Bedingungen (D1)-(D3). Dies zeigt die Existenz der

Determinante. ]

Nun da wir eine explizite Beschreibung der Determinante haben, konnen wir einiges

mehr {iber sie beweisen. Insbesondere ist es niitzlich den folgenden Satz zu kennen:

Satz 4.3.25. Fir jede Matrivx A € M, y,(K) gilt

det AT = det A.

Dies zeigt, dass alle Resultate, welche Zeilenumformungen beinhalten auch fiir Spal-

tenumformungen gelten.
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Beweis. Sei A = (a;j). Die Determinante der Transponierten von A berechnet sich dann

als
det AT = Z sign(o)ag(iy1 - - - -+ Ao(nyn-

O'ESn CS
Um det AT mit det A in Verbindung zu bringen, betrachten wir das Produkt (x) und

versuchen die Reihenfolge der Indizes zu dndern. Fiir jedes 0 € S, und jedes 1 <7 < n

gilt
Qo (i)i = Ao(i)o=1(o(4))-
Daher gilt

(*) = Gg(1)1 " -+ Qo(n)n = a10_1(1)a2a_1(2) e am_1(n).

Ausserdem gilt sign(o) = sign(o~!) und daher ist

(x) = Z sign(a‘l)alfl(l)-. i (n) = Z sign(a‘l)alaq(l)-. g1y = det A.

€Sy oclesS,

Die letzte Gleichheit folgt, da die Abbildung o ~ o' eine Bijektion von S, auf sich

1

selbst ist und deshalb dndern wir bei Summation tiber o~* nur die Summationsreihen-

folge. Dies beendet den Beweis des Satzes. O

Korollar 4.3.26. Alle Resultate, welche wir fir Zeilen(-Umformungen) hatten, gelten
auch fiir Spalten(-Umformungen). Insbesondere ist das Analogon von Proposition 4.2.3

sehr nitzlich.

Hier ist ein klassisches Resultat, das zeigt, wie man Spalten- und Zeilenoperationen

benutzen kann.

Beispiel 4.3.27 (Vandermonde-Determinante). Seien x1, zs, . .., z, € K. Wir mochten

die Vandermonde-Determinante

n—1

1 = T

Var,.w, = det :
n—1

1 =z, ),

berechnen. Wieso diese Determinante und ihre Berechnung interessant sind, erfahren
Sie in Serie 13. Wir 16sen den Fall n = 2, 3:

1 T
= T2 — 1

1.%'2
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Seien Cf, Cy, Cs die Spalten von V, 4, ».. Dann ist

1z 22 1 = 0
Cg—x102—>03
1 zy 22 = 1 9 22— 2129
2 2
1 x5 22 1 z3 22— 12
3 3 3 3 3
1 0 0
CQ*IlCl*}CQ
= 1 To — T IL‘Q(ZEQ—J,’l)
1 x3—x1 w3(r3— 1)

det Blockmatrix

To —T1 1172(1'2 - 9131) ‘

xr3 — T $3($3 - 961)

(D1)(b)Zeilen 1 x9

= (zg — 1) (73 — 21)

= H (x; — x;).

1<i<j<3

1 T3
Im Allgemeinen gilt

1<i<j<n
wie Sie in der Serie beweisen werden. Die Vandermonde-Determinante hat viele An-

wendungen. Eine davon werden Sie in der Serie sehen.
In Beispiel 4.3.27 haben wir etwas benutzt, das Sie in der Ubungsserie gesehen haben:

Ubung 4.3.28. Seien k <n e Nund A € M, «n(K) eine Blockmatrix der Form

A _ Bl *
0 | By
mit B; € kak(K) und By € M(n—k)x(n—k)(K)' Dann gilt

det A = det B; - det B,.

Mit Induktion gilt eine dhnliche Aussage fiir Matrizen mit mehreren Blécken. Des

Weiteren gilt mit Transposition eine dhnliche Aussage fiir Matrizen der Form

B, |0
* B2 .

4.3.4 Determinante iiber einem Ring

Mittels der expliziten Formel fiir die Determinante sehen wir, dass fiir A € M,,.,,(Z)
(das heisst, fiir eine Matrix mit ganzzahligen Eintrédgen) die Determinante det A ganz-
zahlig ist, also

det A € Z.
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Allgemeiner sei R ein Ring (zum Beispiel R = M;y;(K)). Sei

M, «n(R) = {die Menge aller n x n-Matrizen mit Eintrdgen in R}

= {(aij)1<ij<n | aij € R}.

(Falls R = M,;(K), dann sind die Elemente von M,,y,(K) Matrizen, deren Eintrage
[ x I-Matrizen iiber K sind!)
Fir A € M,,«,(R) definieren wir det A genau wie in 4.7:

det A = Z Sign(a)alg(l) Cees Gpg(n)-

UES’,L

Dann gilt det A € R. Wir werden diese Tatsache fiir R = M;,;(K) in der Linearen
Algebra IT benutzen.

4.4 Magie mit Minoren

In diesem Abschnitt wollen wir die folgende Beobachtung verallgemeinern: Fiir A =

<a b) definieren wir
c d

Dann folgt mit einer kurzen Rechnung, dass

adj(A) := (d _b) :

—C a

det A 0
A-adj(A) = adj(A)- A = .
adj(4) = adj(4) (0 detA)

Daraus folgt eine Formel fiir die Inverse, falls sie existiert: Falls det A # 0, dann ist

41
~det A

adj(A).

Eigentlich folgt noch viel mehr aus dieser Verallgemeinerung, wie der Titel dieses
Abschnitts schon andeutet. Wir besprechen in diesem Abschnitt die folgenden Resultate
fiir eine Matrix A € My, (K):

(1) Die Konstruktion einer Matrix adj(A) mit der Eigenschaft, dass
adj(A)- A= A-adj(A) =det A- L,.

Dies gibt uns insbesondere eine Formel fiir die Inverse (falls det A # 0).
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(2) Den Laplace-Entwicklungssatz, ein niitzliches Resultat, um die Determinante zu

berechnen (zumindest, wenn man die Berechnung von Hand macht).

(3) Die Cramersche Regel, eine Formel fiir die Losung eines linearen Gleichungssystems

Az = b mit einer Matrix A der Grosse n X n.

Die nachfolgenden Resultate sind alle eng miteinander verwandt, so dass man sie
voneinander herleiten kann.

Wir beginnen mit dem Laplace-Entwicklungssatz, da dieser am natiirlichsten aus
unseren vorherigen Resultaten folgt (nach Meinung des Dozenten).

Fiir eine Matrix A € M, (K) sei Aj; € M(n—1)x(n-1)(K) die Matrix, welche durch

das Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entstanden ist.

Satz 4.4.1 (Laplace-Entwicklungssatz). Sei A € M, v, (K). Fir jedes 1 <i <n kann

man die Determinante von A beziiglich der i-ten Zeile folgendermassen entwickeln:

|A| = (—1)i+1a,~1 |A11| + (—1)i+2a,~2 |AZQ| + ...+ (—1)i+nam |Azn| (410)
= > (1) ay [Aul. (4.11)
k=1

Ahnlich kann man die Determinante beziglich der j-ten Spalte folgendermassen ent-

wickeln:

n

Al = (=1 ay; | Ayl

k=1
Beispiel 4.4.2. Sei
-2 2 =3
A=1-11 3
2 0 -1

Wir entwickeln nach der zweiten Spalte (j = 2 in Satz 4.4.1). Es ist niitzlich, das

Vorzeichen in Abhéngigkeit der Indizes zu zeichnen:
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Damit berechnen wir:

) e
2 -1 2 -1

(=2) - (=D - (=1) =2-3) +1-((=2) - (=1) =2+ (=3)) + 0

det A= (—1)'"2.2.

Beweis von Satz 4.4.1. Bemerken Sie zunéchst, dass die Entwicklung beziiglich Spalten
durch Transponieren und durch die Identitét |A| = |AT‘ aus der entsprechenden Ent-
wicklung beziiglich Zeilen folgt. Daher geniigt es den ersten Teil des Satzes zu beweisen.

Wir beweisen zuerst den Satz fiir die erste Zeile, das heisst, ¢ = 1. Seien

0 -+ 0 agp 0 - 0
B Aoy -+ Cr Qs
Upp - .
fiir k = 1,...,n. Dann folgt aus der Linearitdt der Determinante beziiglich der ersten
Zeile, dass .
Al =) |Bil.
k=1

Daher geniigt es zu zeigen, dass

|Bi| = (1) aux [ A - (4.12)
Wir fangen mit B; an:
aj; | 0 0
By = a:21 a:22 a?n Blockmatrix | Ary| = (=1)"*ayy |Au] .
a;ml 0;7'12 a';zn
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Fiir By vertauschen wir zuerst die ersten beiden Spalten:

0 a2 0 --- 0 a2 | 0 -+ 0
Bl — gy - Tt Qop C1Co Qg | G21 -+ Q2p
| Ba| = =" (=1
Qp1 - H ¢ 799 Ap2 | Gp1 - Qnn
Fall i=

= (<1)arz |Arg]
= (—1)1+2a12 ‘A12| .

Beachten Sie, dass die Blockmatrix unten rechts genau A;, entspricht, da wir die ersten
beiden Spalten vertauscht haben. Fiir B3 vertauschen wir die Spalten Cy und C5 und

benutzen den vorherigen Fall, so dass wir
B = (=1)(=1)" a3 | A = (=1) Parz [Ara] .

Ahnlich (mit Induktion iiber k und Spaltenvertauschen Cj_; > Cy) folgt (4.12). Dies
zeigt die Entwicklung beziiglich i = 1. Die Entwicklung beziiglich i = 2 folgt jetzt mit

der Zeilenvertauschung L <+ Lo: Sei B, so dass A Lol B Dann gilt

n n
|A| _ |B’ EnthCk;ng =1 1 Z(_1)1+kb1k ‘Blk| Definition B Z<_1)2+ka2k |A2k| ’
k=1 k=1

was die Entwicklung beziiglich der zweiten Zeile zeigt. Die Entwicklung beziiglich der
p-ten Zeile folgt genau wie oben aus der Entwicklung der (p — 1)-Zeile und dem Zeilen-

austausch L,_; <+ L,, was den Beweis beendet. O
Man kann den Sachverhalt in Satz 4.4.1 schon in einer Matrix darstellen:

Definition 4.4.3. Die komplementdire Matriz oder die Adjunkte'* einer Matrix A €
Myn(K) ist
a,dJ(A) = ((—1)1—"—] |AJZ|)1§'L,]§n .
Bemerkung 4.4.4. e Die Vertauschung der Indizes in |Aj;| ist kein Tippfehler!
e Wir definieren in der Linearen Algebra II die Adjungierte einer Matrix, welche

nicht mit der Adjunkten verwechselt werden sollte.

e Aus Abschnitt 4.3.4 folgt: Falls A € M,,«,(R) fiir einen Ring R, dann ist adj(A)
ebenfalls in M, y,(R).

14 Adjunct* oder ,adjugate* auf Englisch.
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b
Beispiel 4.4.5. Sei A = (a d>' Dann ist
c

(Wieso?)

Der folgende Satz folgt aus dem Entwicklungssatz von Laplace 4.4.1 (und ist eigent-

lich aquivalent zu ihm):

Satz 4.4.6. Sei A € M,,«,(K). Dann ist

detA 0 --- 0
. . 0 0
A-adj(A) =adj(A)- A=detA- I, =
0 oo 0 detA

Beweis. Berechnen wir zuerst die Eintrage von A - adj(A) auf der Hauptdiagonalen:

(A adJ(A))” _ Z aik(—l)k” |A2k| Laplace:i—te Zeile det A.
N————

=1 (adj(A))s

Fiir die Eintrdge ausserhalb der Hauptdiagonalen sei nun 7 # j: Dann ist

(Aadj(A))i; = > au(—1)F7 |Aj| = (»)

(adj(A))k;

Bemerken Sie nun, dass (x) die Entwicklung beziiglich der j-ten Zeile der Matrix B ist,
wobei B die Matrix ist, welche durch das Ersetzen der j-ten Zeile von A mit der i-ten
Zeile von A entsteht. (Ersetzen! Nicht vertauschen!) Daher ist (x) = det B. Da B zwei
gleiche Zeilen hat, folgt (x) = 0.

Die Gleichung adj(A) - A = det A - I,, zeigt man &hnlich (mit Spaltenentwicklung
statt Zeilenentwicklung). O

Korollar 4.4.7. Fulls A € GL,(K), dann gilt

1
~det A

-1

adj(A) (4.13)

Korollar 4.4.8 (Cramersche Regel). Sei A € GL,(K). Wir betrachten das lineare
Gleichungssystem
Az =b (4.14)
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firb € K" = Kg,,. Sei A; die Matriz, welche b als i-te Spalte hat und die restlichen

Spalten stimmen mit den Spalten von A iiberein. Das heisst

A; = (A(l) o AU poAGED) ..A(n)> (4.15)
Z1
fir 1 <i <mn. Dann berechnet sich die eindeutige Losung x = | : | von (4.14) als
Tn
T
A

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus (4.14):

1
r=A"1b=—-adj(A)b
A
beziehungsweise
1 n . 1 n . Laplace 1
zi = adj(A)uwbr = — Y (=1)F|Aulby =T — 4.
|A] ; Al = |A]

Vielleicht féllt es Thnen schwer die letzte Gleichheit zu sehen. Falls dies der Fall ist,

dann betrachten Sie

| b |
A= AQ .0 AGD 1 AGH) Lo A
| | e |
und machen Sie die Laplace-Entwicklung auf der i-ten Spalte! O

Hier sind konkrete Formeln fiir n = 2,3 (Wir iiberlassen den Fall n = 1 dem Leser.):

Explizite Formel fiir 2 x 2-Matrizen: Wir betrachten folgendes lineares Gleichungs-

system

a1 x4+ by =1

asx + by = ¢

welches in Matrixschreibweise von der Form

) ()= )
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ist. Wir nehmen an, dass a;bs — bjas # 0. Dann kénnen wir z und y mit Hilfe der

Cramerschen Regel folgendermassen finden:

ca b ay G
ca by c1bs — bycs Ay Co a1Cy — 109

T = = und = = .
aq bl (llbg — bl(lg 4 ay bl a1b2 — b1a2
(05} bQ a2 b2

Explizite Formel fiir 3 x 3-Matrizen: Die Regel fiir 3 x 3-Matrizen sind dhnlich. Sei

x4+ by + iz =d;
s + boy + coz = dy
asx + boy + c32 = d3

welches in Matrixschreibweise von der Form

aq b1 C1 T d1

as by ¢ y| =1d

as b3 C3 z dg

Dann sind
d1 b1 C1 aq d1 C1 aq b1 dl
dy by cy as dy c as by dy
d3 b3 c3 az ds c3 az bs ds
xr = , Y= und z=—""+--——78-+

ar by ap by o ar by
az by cy az by ¢ az by cy
az by c3 az by c3 az by c3

In der Ubungsstunde werden Sie vielleicht folgendes Beispiel betrachten:

821’1 + 45.7}2 + 9.1‘3 =1
271’1 + 16332 + 3333 =1
9r1 + 529+ 123 =0

Dann ist die erweiterte Koeffizienten-Matrix gegeben durch:

82 45 91
(Ap)=| 27 16 3|1.
9 5 1]0

182



Kapitel 4.5 Verschiedene Wege in der Welt der Determinante

Nach der Cramerschen Regel berechnet sich die Losung des linearen Gleichungssystems

als:
1 45 9 82 1 9
det |1 16 3 det |27 1 3
det A, 0 5 1 1 det A, 9 01 1
xry = = =—=1, 2y = = =-=1
det A 82 45 9 1 det A 82 45 9 1
det [ 27 16 3 det [ 27 16 3
9 5 1 9 5 1
82 45 1
det | 27 16 1
nd = det Az _ 9 5 0 _ 14 4
det A 82 45 9 1
det [ 27 16 3
9 5 1

4.5 Verschiedene Wege in der Welt der Determinante

In dieser Vorlesung ist unser Ziel, verschiedene Ideen zu présentieren. Das bedeutet
manchmal auch, dass wir gewisse Resultate nicht auf die einfachste oder kiirzeste Weise
erhalten wollen. Es ist aber interessant zu wissen, wie man anders vorgehen kénnte. Hier

sind ein paar Beispiele:

e Man konnte die Determinante induktiv definieren mittel Laplace-Entwicklung:
Fiir <a> € My (K) definiert man

det (a) = a

und fiir A € M,,«,(K) definiert man det A induktiv unter Benutzung von (4.10).
Man beweist dann, dass diese Definition (D1)-(D3) erfiillt und geniesst dann
die Tatsache, dass Satz 4.4.1 per Definition wahr ist. Beachten Sie, dass man
dabei nicht einmal wissen muss, was eine Permutation ist und man braucht auch
nicht den Gruppenbegriff. Der Nachteil so einer Definition ist, dass induktive
Definitionen selten einleuchtend sind und Sie wiirden nicht viel von so einem

Vorgehen lernen. Der interessierte Leser kann dazu gerne [12] konsultieren.

e Man konnte die Charakterisierung der Determinante durch (D1)-(D3) komplett
weglassen und alles direkt mit der Gruppe S,, machen (siehe [10]).

e Falls das, was wir hier gemacht haben, nicht abstrakt genug ist, kénnte man
die Determinante det 7" direkt fiir Endomorphismen 7' € End(V') iiber einem
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endlich-dimensionalen Vektorraum V' definieren (siche [11]). Wir werden det T’

im nachsten Abschnitt definieren.

e Fischer beweist, mit &hnlichen Argumenten wie wir sie zu Beginn benutzt haben,
zuerst Satz 4.4.6 und dann Satz 4.4.1 als ein Korollar davon. Wir wahlen einen
anderen Weg, da die Ideen im Beweis von Satz 4.4.1 ein schones Beispiel sind

wieso Reduktionen niitzlich sind.

Unter Verwendung von verschiedenen Vorgehensweisen werden einige Resultate einfa-
cher, andere hingegen werden schwieriger. Einige unserer spiteren Resultate folgen aus
unseren vorherigen Resultaten. Hier ist ein cooles Beispiel wie man die Cramersche
Regel nur unter Benutzung von (D1) und (D2) (fiir Spalten) beweisen kann:

Dieser Beweis benutzt auch ein grundlegendes Resultat aus Kapitel 2:
Alternativer Beweis von Korollar 4.4.8. Sei A € GL,(K). Wir betrachten die Abbil-
dung

¢: K" — K"

1
bn—>m~(1A1|,...,|An|),

wobei A; genau wie in (4.15) definiert ist. Wegen (D1) (angewandt auf die Spalten) ist
diese Abbildung linear. Des Weiteren ist das Bild der Spalte A®) genau

(0,...,1,...,0)262'

wegen (D2). Also stimmt ® mit der Abbildung m4-1 iiber der Basis (AW, ..., A™)
iberein. Also ist nach Satz 3.1.15

o = ma-1,

was dquivalent ist zur Aussage der Cramerschen Regel. O]

Frage: Hier eine ,Meta-Frage*: Wieso ergibt es Sinn, dass die Regel von Cramer

unabhéngig ist von (D3)?

4.6 Determinante und Rang

Wir haben gesehen, dass die Determinante einer Matrix A € M, «,(K) weiss, ob
Rang(A) = n ist oder nicht. Weiss die Determinante auch, ob Rang(A) = r ist fiir
0<r<n?

Die Antwort ist ,,Ja“. Um dies zu sehen brauchen wir die folgende Definition:
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Definition 4.6.1 (Minoren). Seien 1 < k < n,m € N. Ein k-Minor von A € M,,x,(K)
ist die Determinante einer k x k-Matrix, die durch Streichen von (n — k)-Spalten und

(m — k)-Zeilen von A entstanden ist. Eine solche Matrix heisst k x k-Untermatriz von

A.

Satz 4.6.2. Sei A € M, (K). Dann gilt'®
Rang(A) = max {k | es existiert ein k-Minor, der verschieden von Null ist} .

Beweis. Sei r = Rang(A). Wir miissen zeigen, dass jeder k-Minor mit & > r Null ist,
und dass ein r-Minor existiert, der nicht Null ist.

Sei also k > r. Da Rang(A) = Spaltenrang(A) ist, sind je k Spalten von A linear
abhéngig. Also sind die k Spalten einer beliebigen k x k-Untermatrix von A auch linear
abhéngig. Also ist jeder k-Minor gleich Null.

Jetzt miissen wir einen r-Minor finden, welcher nicht Null ist. Nehmen wir an, dass
A # 0 (siehe Fussnote). Da Spaltenrang(A) = r > 0 ist, existieren

g <...<Jr
so dass AU ... AU") linear unabhingig sind. Also hat
Bi= (AU)... AG)

Rang r. Da Zeilenrang(B) = Rang(B) = r ist, existieren

1 <...<t,
mit
By
C = : € M, (K)
By,

und Rang(C) = r. Daher ist |C| # 0. Die Matrix C ist eine r x r-Untermatrix von A,

was den Beweis beendet. O

15Falls hier die leere Menge steht (d.h. falls A = 0), dann verstehen wir dieses Maximum als 0,
damit der Satz gilt.
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4.7 Einige Korollare und die Determinante eines En-

domorphismus

In diesem Abschnitt geben wir einige einfache Korollare zur Multiplikativitit der
Determinante, welche die Definition der Determinante eines Endomorphismus ermog-
licht:

Korollar 4.7.1. Fir jedes A € GL,(K) gilt
det(A™") = det(A4) ™.

Beweis. Es gilt
1 = det(1,) = det(AA™") = det(A) det(A™)

und das Korollar folgt. O

Korollar 4.7.2. Seien A, B € M, y,(K) dhnliche Matrizen. Dann gilt
det(A) = det(B).
Beweis. Sei P € GL,(K) mit A= P~'BP. Dann ist
det(A) = det(P~') det(B) det(P) = det(P) ' det(B) det(P) = det(B)

nach Korollar 4.7.1. O

Das letzte Korollar ist fiir das ndchste Kapitel wichtig und ermoglicht folgende De-

finition:

Definition 4.7.3. Sei V' ein Vektorraum iiber K mit dim(V') = n < oo und sei
T € End(V). Wir definieren die Determinante von T als

det(T) := det([T]5),

wobei B eine beliebige (geordnete) Basis von V' ist.
Lemma 4.7.4. Diese Definition ergibt Sinn. Das heisst, det(T') ist wohl-definiert.

Beweis. Seien B, C zwei geordnete Basen von V. Laut Korollar 3.3.32 sind die Matrizen
[T und [T']¢ dhnlich zueinander.
Daher folgt aus Korollar 4.7.2, dass

det([T]5) = det([T]c).

186



Kapitel 4.7 Einige Korollare und die Determinante eines Endomorphismus

Das bedeutet genau, dass der Wert det(7") nicht von der Wahl der Basis abhéngt, was

7ZU zeigen war. ]

Wie bei Matrizen misst die Determinante, ob ein Endomorphismus invertierbar ist

oder nicht. Hier ist die grosse Schwester von Proposition 3.6.8 (A.K.A. ugly Lemma):

Korollar 4.7.5. Seien T' € End(V') wobei dim V' < oo und B eine geordnete Basis von

V. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) T ist ein Isomorphismus.

(2) T ist injektiv.

(3) T ist surjektiv.

(4) [T)p ist invertierbar.

(5) [T erfillt eine der dquivalenten Bedingungen in Proposition 3.6.8.

(6) det(T) # 0.

Beweis. Die Aquivalenz der ersten drei Aussagen folgt aus dem Rangsatz. Die Abbil-
dung T ist genau dann ein Isomorphismus, wenn [T]z invertierbar ist. (Dies folgt zum

Beispiel aus Korollar 3.5.6.) Dies ist dquivalent zur Aussage, dass

det([T]5) # 0.

Da (per Definition) det(7') = det([T]3), folgen alle andere Aquivalenzen. O

Obwohl wir dies im Moment nicht brauchen, méchten wir noch eine andere Grosse

erwihnen, die unter Ahnlichkeit invariant ist:
Definition 4.7.6. Sei A € M,,,,(K). Die Spur von A ist die Summe aller Eintréige auf
der Hauptdiagonalen. Das heisst,
spur (A) :== a1 + ... + App.
Lemma 4.7.7. Fir A, B € M,.,(K) gilt

spur (AB) = spur (BA).

Beweis. Laut der Definition der Matrixmultiplikation gilt

n

spur (AB) = Z(AB)“ = Z Z airbp; = Z Z briair = Z(BA)kk = spur (BA).

i=1 i=1 k=1 k=1 =1 k=1

Also folgt das Lemma. O
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Korollar 4.7.8. Fulls A, B € M,x,(K) dhnlich sind, dann gilt
spur (A) = spur (B).
Beweis. Sei P € GL,, mit A = P~'BP. Dann ist
spur (A) = spur (P~'(BP)) = spur ((BP)P~") = spur (B)

und das Korollar folgt. O

4.8 Volumen und Orientierung

Wir haben in Abschnitt 4.1 fiir A € Msy«o(R) gesehen:
e Die Abbildung m 4 ist orientierungserhaltend genau dann, wenn det(A) > 0.
e Die Abbildung m 4 ist orientierungsumkehrend genau dann, wenn det(A) < 0.

Fiir einige Sétze, die Sie dieses Jahr in der Analysis sehen werden, und auch fiir spéter
im Studium ist es wichtig, den Begriff der Orientierung fiir R” und sogar fiir allgemeine

endlich-dimensionale reelle Vektorraume zu verstehen.

Orientierung

Sei V' ein Vektorraum iiber R mit dim(V) = n < oo. Sei Xy die Menge aller ge-
ordneten Basen auf V. Wir definieren folgendermassen eine Aquivalenzrelation auf Xy :
Fir B = (vy1,...,v,) und C = (wy,...,w,) sei T € End(V) die eindeutige Abbildung
mit T'(v;) = w; fir i € {1,...,n}. Wir sagen, dass B und C die gleiche Orientierung
haben, und schreiben B ~ C, falls det(7") > 0.

Ubung 4.8.1. Es gilt
B~C <= det([ldy])5) > 0 <= det([Idy]§) > 0.

(Hinweis: Berechnen Sie [T]% fiir T' wie oben und benutzen Sie [T]S = [T]5[1dy]%.)

Die obige Relation ~ definiert in der Tat eine Aquivalenzrelation auf Xy und Xy /~
enthilt genau zwei Aquivalenzklassen falls dim (V) > 0.

Eine Wahl einer dieser beiden Aquivalenzklassen auf V heisst eine Orientierung auf

V.

Beispiel 4.8.2. In R” wiihlt man normalerweise die Aquivalenzklasse der Basis (e, .. ., €,)

und nennt die entsprechende Aquivalenzklasse die positive Orientierung. Basen in dieser
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Aquivalenzklasse nennt man positiv orientiert und Basen in der anderen Aquivalenz-
klasse nennt man negativ orientiert.
In R? ist dann (ey, e5) positiv orientiert und (es, ;) negativ orientiert. In R? ist eine

,rechtshandige Basis® positiv orientiert und eine ,linkshdndige Basis* negativ orientiert.

RISCHE NATIONALBANK
AZIUNALA SVIZRA

Frage: Angenommen Sie sind eine Ameise auf einem Mobiusband. Wie kénnten Sie
herausfinden, dass Sie in der Tat auf einem Mobiusband leben, unter Verwendung des

Inhalts dieses Abschnittes?

Intermezzo iliber das Volumen

In Analysis IT werden Sie beweisen, dass fiir gewisse Teilmengen X C R™ und my4 :
R" — R" gilt
Volgn(ma(X)) = | det(A)| Volga (X). (4.16)

Hier ist eine ungefihre Skizze, wieso (4.16) stimmen sollte.
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Jede verniinftige Volumenfunktion auf R" sollte Eigenschaften analog zu (D1)—(D3)
erfiillen, aber mit Absolutbetrégen. Dies ist dquivalent dazu, dass (4.16) gilt, wenn A
eine Elementarmatrix ist. Zum Beispiel andert Multiplikation mit der Elementarmatrix
P, ; das Volumen nicht oder Multiplikation mit S;(c«) multipliziert das Volumen mit |c|.
Unter Verwendung dieser Tatsachen kann man (4.16) ,beweisen” fiir alle A € GL,(R):

Schreibe A =T, --- T}, fiir T, ..., T} Elementarmatrizen. Dann gilt

Volgn (ma(X)) = Volge (T} - - - T X) "2 | det(T})] - - - | det(T},)| Volga (X)
= |det(T} - - - Tk)| Volga (X) = | det(A)| Volga (X).

Fir A ¢ GL,(R) kénnte man (4.16) auch ,beweisen”: In diesem Fall gilt
Im(ma) =mu(R") CV

und daher ist m4(R") eine Hyperebene mit Dimension < n. Solche Hyperebenen sollten
Volumen Null haben fiir jede verniinftige Volumenfunktion auf R". Da det A = 0 ist
fir A ¢ GL,(R), gilt (4.16) auch in diesem Fall.
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Changelog: Kapitel 4

e 19.02: Nummerierungen wurden gedndert.
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Eigenvektoren und Eigenwerte

5.1 Einfiihrung

Sei V ein Vektorraum iiber K und 7" € End(V'). Wie wir in Kapitel 0 erwdhnt haben,
kann man bei T an eine Symmetrie von V' denken. Man sucht einen Vektor v € V', auf
welchem T" besonders einfach agiert. In Kapitel 0 konnten wir die Basis B = (Fi ,, Fi1,p)
fiir Fib finden, auf deren Elemente die Verschiebungsabbildung

S : Fib — Fib

(CL(), ai, .. ) — (al, Qag, . . )
besonders einfach agiert:
S(./—‘.l#,) = (,0./—'.17@ und S(./T'.Lq/}) = @Z)f17¢.

Wir mussten aber Fi, und Fi, ,erraten und hatten leider keinen Algorithmus zur
Verfiigung, um diese besonderen Vektoren zu finden. Spéter haben wir in Beispiel 3.6.23

gesehen, dass S beziiglich der Basis B eine besonders einfache Darstellungsmatrix hat,

_ (¥ O
[S]5 = (0 w)' (5.1)

Damit kann man die Matrizen S™ fiir n € N problemlos berechnen und eine Formel

namlich

fiir Fibonacci-Folgen finden. Dies bezieht sich einfach auf die Tatsache, dass man leicht
Potenzen von Diagonalmatrizen berechnen kann. In der Terminologie, die wir in diesem
Kapitel entwickeln, bedeutet (5.1), dass S diagonalisierbar ist. Diagonalisierung von
Endomorphismen hat viele Anwendungen sowohl in der Mathematik als auch in allen
moglichen Gebieten der Wissenschaft. Eine grundlegende Anwendung in der Physik
ist beispielsweise die Analyse von Schwingungen mit kleinen Auslenkungen. Um zu

verstehen, wann ein Endomorphismus diagonalisiert werden kann und wie man dies
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explizit machen kann, braucht man die Begriffe von Eigenwerten und Eigenvektoren.

5.2 Definitionen

Sei V' ein Vektorraum tiber K.

Definition 5.2.1. Ein Endomorphismus 7" € End(V'), wobei dimV' = n < oo, heisst

diagonalisierbar, falls es eine Basis B = (vy, ..., v,) gibt, so dass
A0 0
0 . :
Tls=| (5.2)
: o0
0 0 A,

eine Diagonalmatrix ist.

Bemerken Sie, dass (5.2) genau dann gilt, wenn
TUZ‘ = )\iv,-

fir ¢ = 1,...,n. Vektoren mit dieser Eigenschaft sind die Helden dieses Kapitels.

Definition 5.2.2. Ein Vektor v € V heisst ein Eigenvektor von T, falls v # 0 und es
A € K gibt, so dass
Tv = \v.

Der Skalar A heisst der zum Eigenvektor v zugehorige Figenwert.

Bemerkung 5.2.3. (1) Man konnte genau so gut Folgendes definieren: Ein Skalar A\ € K
heisst ein Figenwert von T, falls es v € V' gibt mit v # 0 und

Tv = \v. (5.3)

Jeder Vektor v mit (5.3), der ungleich Null ist, heisst ein Figenvektor von T zum
Eigenwert \.

(2) Eigenvektoren sind immer verschieden vom Nullvektor! Eigenwerte konnen jedoch

0 sein, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 5.2.4. Sei T': V' — V eine lineare Abbildung mit Ker(7") # {0}. Dann ist
0 ein Eigenwert von 7" und jeder Vektor v € Ker(T'), der ungleich Null ist, ist ein
Eigenvektor zum Eigenwert 0. Anders gesagt, gilt

Ker(7T') = {0y} U {alle Eigenvektoren mit Eigenwert 0}.
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Beispiel 5.2.5. Man konnte jetzt zu Korollar 4.7.5 Folgendes hinzufiigen:
T ist ein Isomorphismus <= 0 ist kein Eigenwert von T’

Beispiel 5.2.6. Die Eigenwerte von S: Fib — Fib sind ¢ und ¢ und F; ,, Fi, sind

die entsprechenden Eigenvektoren.

Das folgende Lemma gilt per Definition, aber es ist sehr wichtig dessen Inhalt im

Fall einer Matrix zu verstehen.

Lemma 5.2.7. Ein Endomorphismus T € End(V') ist diagonalisierbar genau dann,

wenn eine Basis existiert, die nur aus Figenvektoren von T besteht.

Beweis. Die Aussage des Lemmas gilt in der Tat per Definition von Diagonalisierbar-

keit, von Eigenvektoren und der Darstellungsmatrix. O]

Definition 5.2.8. (1) Ein Skalar A € K heisst ein Eigenwert einer Matrix A € M,,x,,(K),
falls A ein Eigenwert von m4: K™ — K™ ist.

(2) Ein Vektor v € K™ heisst ein Eigenvektor einer Matrix A € M, (K), falls v ein
Eigenvektor von m4: K™ — K™ ist.

(3) A heisst diagonalisierbar, falls m 4 diagonalisierbar ist.

5.2.1 Definition 5.2.8 explizit fiir Matrizen

Der Spezialfall T = my ist so wichtig und teilweise auch verwirrend fiir einige
Studenten, dass wir Definition 5.2.8 noch einmal explizit fiir Matrizen angeben. Es ist
aber wichtig zu wissen, dass dieser Abschnitt streng genommen nicht nétig ist.

Teile (1) und (2) von Definition 5.2.8 kénnen so geschrieben werden:

Definition 5.2.9. Sei A € M,,.,(K). Ein Skalar A € K heisst ein Figenwert von A,
falls es einen Vektor v € K™ gibt, so dass v # 0 und

Av = .

Ein Vektor v € K™ mit dieser Eigenschaft heisst ein Figenvektor zum Eigenwert \.

Beispiel 5.2.10. Sei

A O 0
0
A—
: .0
0 -+ 0 M\,
Dann sind {Aq,...,\,} die Eigenwerte von A. Fiir jedes i gilt, dass e; ein Eigenvektor

zum Eigenwert \; ist.
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2 1
Beispiel 5.2.11. Fiir A = (1 2) gilt

1
Daher ist 1 ein Eigenwert von A und ist ein Eigenvektor von A zum Eigenwert

1
1. Ausserdem ist a ( 1) = ( ¢ > ebenfalls ein Eigenvektor von A zum Eigenwert 1.
— —a

)0+

und daher ist 3 ein Eigenwert von A und

1(0) =)

ist die Menge aller Eigenvektoren von A zum Eigenwert 3.

Ahnlich gilt, dass

Geometrisch ist es einfach zu verstehen, wie eine Matrix A € M,,.,,(K) auf einem

Eigenvektor v # 0 zum Eigenwert \ agiert: A skaliert v mit einem Faktor .

. 11
Ubung 5.2.12. Versuchen Sie zu zeigen, dass <O 1) nur 1 als Eigenwert hat und

alle Eigenvektoren zum Eigenwert 1 durch

{aer | # 0}
gegeben sind.
Die folgende Definition ist dquivalent zu Definition 5.2.8 (3):

Definition 5.2.13. Ein Matrix A € M, «,(K) heisst diagonalisierbar, falls m, diago-

nalisierbar ist. Aquivalent ist A diagonalisierbar, falls P € GL,,(K) existiert, so dass
P7'AP = D,

wobei D eine Diagonalmatrix ist.

Dies bietet auch eine hilfreiche Art und Weise, um zu sehen, was Lemma 5.2.7 im

Fall T'= m 4 aussagt, wie die Leser iiberpriifen konnen:
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Lemma 5.2.14 (Lemma 5.2.7 fiir T = my). Eine Matriz A ist diagonalisierbar genau
dann, wenn es eine Basis B = {vy,...,v,} von K™ gibt, die nur Figenvektoren von A
enthdlt.

In diesem Fall ist

p:[IdKn]fz vy e v, |
| |

wobet £ die Standard-Basis von K™ ist und
Al
P 'AP =
An

wobei \; der zugehdrige Figenwert zum Figenvektor v; ist.
Hier ist die Verbindung zwischen allgemeinen Endomorphismen und Matrizen:

Ubung 5.2.15. Sei T € End(V) mit dim V' < oo und B eine Basis von V. Dann gilt

v ist ein Eigenvektor von 7" mit Eigenwert \
<~

[v] ist ein Eigenvektor von [T]z mit Eigenwert A.

5.2.2 Eigenvektoren mit verschiedenen Eigenwerten sind linear

unabhangig

Wir wechseln nun wieder zu dem allgemeinen Fall 7' € End(V). Die Lemmas 5.2.7
und 5.2.14 zeigen, dass es eine zentrale Frage ist, ob wir eine Basis aus Eigenvektoren

finden konnen. Die folgende Proposition hilft uns in dieser Sache:

Proposition 5.2.16. Se: T' € End(V') und seien vy, ..., v, Figenvektoren zu paarweise

verschiedenen Eigenwerten Ay, ..., A\,. Dann ist {vy,...,v,} linear unabhdingig.

Korollar 5.2.17. Falls dimV = n ist und T € End(V) n paarweise verschiedene

Eigenwerte hat, dann ist T diagonalisierbar.

Beweis von Proposition 5.2.16. Wir beweisen die Aussage mit Induktion iiber n. Fiir
n = 1 erinnern Sie sich daran, dass jeder Eigenvektor per Definition verschieden von

Null ist. Daher ist {v;} linear unabhéngig.

Nehmen wir an, dass die Aussage wahr ist fiir n — 1 Vektoren und seien vy, ..., v,
Eigenvektoren mit paarweise verschiedenen Eigenwerten \q, ..., \,. Wir miissen zeigen,
dass

glvl—i-...—i—anvn:() = a1 =...=a, =0.
~

()
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Wir wenden 7" auf () an:

T(aivy + ...+ ayv,) = ayTvy + ...+ a, T,
= gl)\lvl + ...+ Cln)\nU@ = T(O) =0.

-~

(%)

Wir betrachten jetzt (%) — A, ($):
ay v + .+ T, — (Aparvr .+ Apant, ) = 0—X,0=0
bezichungsweise
ar( A — Ap)vr + ot a1 (A1 — A1 = 0.
Laut der Induktionsannahme sind vy, ..., v,_; linear unabhingig und daher ist
a;(Ai —A) =0

firallei=1,...,n—1. Da A, ..., \, paarweise verschieden sind, gilt \; — \,, # 0 fiir
allei=1,...,n — 1. Also folgt, dass

alz...:an_lzo.
Wenn wir dies in () einsetzen, dann folgt auch a,, = 0, was den Beweis beendet. [

Hier ist eine nette Anwendung von Proposition 5.2.16:

Beispiel 5.2.18. Die Menge
A={F =1ttt . . )|teR} CR™

ist eine linear unabhéngige Menge der Kardinalitdt R. Wieso? Es gibt verschiedene
Wege dies zu zeigen. Wir prasentieren hier jedoch dieses tolle Argument:
Wir betrachten die Verschiebungsabbildung

S :R* —» R*
(al,&z,ag, .. ) — (&g,ag, .. )

Ubung 5.2.19. Zeigen Sie, dass A keine Basis von R ist. (Hinweis: Was ist die

Wachstumsrate von Linearkombinationen von Elementen von A?)

Zuriick zum Beispiel: Der Vektor F; ist ein Eigenvektor von S mit Eigenwert ¢. Laut

Proposition 5.2.16 ist also jede endliche Teilmenge von A linear unabhéngig, was per
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Definition bedeutet, dass A linear unabhéngig ist. Es folgt dimR> > |R|. Da R* und
R dieselbe Kardinalitédt haben, folgt dimR> = |R|.

Zwei grundlegende Fragen bleiben offen:

(1) Wie finden wir alle moglichen Eigenwerte zu einem gegebenen Endomorphismus
T € End(V) (bzw. zu einer gegebenen Matrix A € M,y (K))?

(2) Nachdem wir wissen, dass A € K ein Eigenwert von T ist (bzw. von A). Wie finden

wir alle Eigenvektoren mit Eigenwert A7

Beide Fragen werden wir im néchsten Abschnitt beantworten.

5.3 Das charakteristische Polynom

Die Antwort auf die zweite Frage (2) ist eigentlich sehr einfach.
Definition 5.3.1. Sei 7' € End(V) und A € K. Der Eigenraum von T beziiglich A ist
Eig; (M) := Ker(T — A1dy)

={veV |(T—-\dy)v=0}
={veV|Tv= v}

Falls A € M,,(K) ist, dann ist Eig,()\) := Eig,, , (A).

Ubung 5.3.2. Machen Sie die Definition von Eig,(\) explizit! (Die Lésung ist in der
Fussnote!.)

Lemma 5.3.3. Es qilt
(1) Der Eigenraum Eigp(X) ist ein Untervektorraum.

(2) Es gilt Eigp(\) # {0y} genau dann, wenn A ein Eigenwert von T ist. Allgemeiner
gilt
Eig;(\) = {0y} U {alle Eigenvektoren mit Eigenwert \}. (5.4)

(8) Falls \y # Ay ist, dann gilt

Eigy (A1) N Eigr(A2) = {0y }.

Beweis. (1) Der Kern einer linearen Abbildung ist immer ein Untervektorraum.

1Es gilt Eig,4(\) = Ker(A — \I,,) = {v € K" | Av = \v}.
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(2) Jeder von Null verschiedene Vektor in Eigp(A) erfiillt
Tv = \v

und daher ist so ein Vektor per Definition ein Eigenvektor von T mit Eigenwert A.
Also folgt Gleichung (5.4).

(3) Dies folgt aus Proposition 5.2.16: Falls 0 # v € Eig, (A1) NEigy(\2), dann ist {v, v}

linear unabhéngig laut Proposition 5.2.16, was ein Widerspruch ist.

Hier ist ein anderer direkter Beweis: Fiir v € Eig, (A1) N Eigp(A2) gilt
MU =Tv = Ao

und daher ist (A} — \y)v = 0, was v = 0 impliziert, da A\; — Ay # 0.

Korollar 5.3.4. Sei T' € End(V). Fir A € K gilt
A ist ein Eigenwert von T <= Ker(T — A1dy) # {0y }.

Sei jetzt V ein Vektorraum mit dim V' = n. Da wir Ker(7'— A Idy ) berechnen kénnen,
ist dieses Korollar unser Schliissel fiir die Antwort auf Frage (2). Dieses Korollar gibt
uns auch einen Hinweis beztiglich der Antwort auf Frage (1).

Erinnern Sie sich daran, dass
Ker(T — A1dy) # {0y} < det(T — A1dy) = 0.
Das heisst, dass die Nullstellen der Funktion
A€ K —det(T —MNldy) € K (5.5)

genau die Eigenwerte von 7' sind. Erinnern Sie sich an Definition 4.7.3 und wéhlen Sie
eine Basis B C V. Dann ist

det(T — Aldy) = det([T — Ady]g) "= **C det([T]5 — A[ldy]s)
= det([T]s — M.,).

Also ist die Funktion (5.5) durch

A K — det([T)g — ALL) € K (5.6)
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gegeben. Um zu zeigen, dass diese Funktion einer Polynomfunktion entspricht, definie-

ren wir zuerst das charakteristische Polynom einer Matrix.

Definition 5.3.5. Sei n € N, A = (a;j) € M,,x,(K) und z eine Variable. Das charak-

teristische Polynom von A ist

all—x a12 DR o .. aln
a21 Qo2 — T Q23 T A2n
pa(z) = det(A — z1,) = det : : € Klx].
an1 an2 0 Op(n—1) OGpp — X
(5.7)
Beachten Sie, dass A — z1,, als Matrix tiber dem Ring K[z] zu betrachten ist.
Lemma 5.3.6. Fir A € M, ,(K) gilt:
(1) pa ist ein Polynom von Grad n.
(2) Falls pa(z) = apz™ + ap_12" '+ ...+ ag ist, dann ist
an = (—1)", an_1 = (=1)""tspur(A) wund ao=detA.
(3) pa=par.
a - * aq
(4) Falls A = . | oder A= | .. eine obere beziehungsweise
an * DY a””]/
untere Dreiecksmatrix ist, dann st
pa(z) = H(Gi — )
i=1
B+ - o« B,
BQ T * B2 .
(5) Falls A = _ oder A = L eine obere

beziehungsweise untere Blockdreiecksmatrixz ist, sodass die Blocke B; quadratische

Matrizen sind, dann ist

k
pa = H PB;-
i=1
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(6) Falls A und B dhnlich sind, gilt pa = pp.

Beweis. Wie in Abschnitt 4.3.4 erklért, ist p4 die Determinante einer Matrix iiber K|x]
und daher ein Element von K|z|, also ein Polynom. Um die weiteren Eigenschaften be-
weisen zu konnen, miissen wir jedoch die Leibniz Formel genauer anschauen. Betrachten
Sie die Matrix in (5.7):

Fir die Permutation ¢ = Id erhalten wir das Produkt []}_,(a; — x), welches ein
Polynom von Grad n ist.

Fiir jede andere Permutation o, erhélt man ein Produkt, dessen Grad der Anzahl der
Diagonalkomponenten entspricht. Diese Anzahl ist gleich der Anzahl der Fixpunkte der
Permutation o. Eine Permutation ¢ # Id kann aber hochstens n — 2 Fixpunkte haben.
Daher gilt

pa(x) (a;; — ) + (Polynome von Grad <n — 2)

Il
=

1
—1)"2™ + (=1)"" (a1 + - -+ + @pp)z" " + (Polynome von Grad <n —2).

—~

Dies zeigt (1) und die ersten zwei Teile von (2). Um den Beweis von (2) zu schliessen,
bemerken Sie, dass
ap = pa(0) =det(A—0-1,) = det A.

Die Teile (3), (4) und (5) tberlassen wir den Lesern. Fiir (6) sei P € GL,(K) mit
P7'AP = B. Dann ist

pp(z) = |B—al,| = |P'AP — 2P 'P| = |P7'AP — P"'al,P|
=[P (A—zl,)P|
= |A—xl,| = pa(x).

O

Bemerkung 5.3.7. Beachten Sie, dass (2) und (6) implizieren, dass die Spur (beziehungs-
weise die Determinante) von zwei dhnlichen Matrizen gleich ist, was ein alternativer

Beweis fiir Korollar 4.7.8 (beziehungsweise fiir Korollar 4.7.2).

Wir kénnen nun das charakteristische Polynom eines Endomorphismus definieren.

Definition 5.3.8. Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und 7" € End(V).

Das charakteristische Polynom von T ist durch

pT(x) = PI1)s

definiert, wobei B eine (geordnete) Basis von V' ist.
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Laut Eigenschaft (6) in Lemma 5.3.6 und Korollar 3.3.32 ist diese Definition wohl-
definiert (das heisst, sie hingt nicht von der Wahl von B ab).
Laut den Berechnungen (5.5) und (5.6) gilt

A € K ist ein Eigenwert von T' <= pr(A) = 0.

Ubung 5.3.9. Obwohl dies keine Uberraschung ist, zeigen Sie, dass

PA = Pmy

gilt.

Wir fassen unsere Ergebnisse in einem Rezept zusammen:
Sei T' € End(V) mit dim V' = n < co. Wenn man alle mdoglichen Eigenvektoren von
T finden will (beispielsweise, um zu wissen ob 7" diagonalisierbar ist oder nicht), macht

man Folgendes:

1. Man berechnet alle Nullstellen des charakteristischen Polynoms. Bezeichnen wir
diese mit A1, ..., Ax (wir werden zeigen 0 < k < n). Dann sind das alle Eigenwerte

von T.

2. Fiir jedes ¢ = 1,..., k berechnet man Eig;()\;) = Ker(T — \; Idy). Alle Vektoren
in Eigp(A;), die verschieden von Null sind, sind Eigenvektoren von T mit \; als

Figenwert.

Bemerkung 5.3.10. Wie alles in diesem Abschnitt, soll man dieses Rezept insbesondere

fiir den Spezialfall von T' = my fiir A € M,,«,(K) gut verstehen.

2 1
Beispiel 5.3.11. Sei A = L 9 dieselbe Matrix wie in Beispiel 5.2.11. Wir haben die

Eigenvektoren und Eigenwerte von A einfach erraten. Jetzt kénnen wir sie mit unserem

Rezept algorithmisch finden. Das charakteristische Polynom ist

2 1 10 2—x 1
(o))

—(2-2)0-1 =2° —4x +3
=(x—1)(z —3).

Wie erwartet sind die Nullstellen von p4(z) genau die Eigenwerte von A, die wir in
Beispiel 5.2.11 gefunden haben. Bemerken Sie auch, dass wir uns unter der Verwendung
von Lemma 5.3.6 (2) obige Berechnung ersparen kénnen:

*)

pa(z) = 2* —spur (A) z + det A = 2% — 4z + 3.
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Die Gleichheit (x) gilt namlich fiir jede 2 x 2-Matrix.

Um alle Eigenvektoren mit Eigenwert 3 zu finden, betrachten wir

Ker(A — 31;) = Ker <_11 _11> = { (Z) a€ K} = Sp (1) .

Um alle Eigenvektoren mit Eigenwert 1 zu finden, betrachten wir

11 1
Ker(A— 1) =K =S .
er( 2) er (1 1) p (_1>
Daher ist beispielsweise
1 1
-1)7\1
: . . . . 1 1 1 1
eine Basis aus Eigenvektoren und es gilt mit P = << 1) , (1>> = ( . 1), dass
1
P'AP = !
0 3

wie man durch eine Berechnung tiberpriifen kann, falls man nicht an Lemma 5.2.14

glaubt.

Beispiel 5.3.12. Jetzt kénnen wir Ubung 5.2.12 auch , algorithmisch® 16sen. Wir su-

1
chen alle moglichen Eigenvektoren von 0 1 um herauszufinden, ob 0 1 diago-

nalisierbar ist oder nicht. Laut Korollar 5.3.4 und Definition 5.3.5 sind alle moglichen

Eigenwerte die Nullstellen von

11 10 -z 1
pal®) = (0 1>_x<0 1)‘: 0 1-—2z
=(1-2)*-0

=(1—1x)?

Daher ist 1 der einzig mogliche Eigenwert von A. Es folgt, dass die einzig moglichen

Eigenvektoren von A, diejenigen Vektoren sind die nicht Null sind und in

S (RO
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()]-)

die moglichen Eigenvektoren von A. Insbesondere existiert keine Basis von K2, die nur

liegen. Daher sind

aus Eigenvektoren von A besteht. Also ist A nicht diagonalisierbar.

Bemerkung 5.3.13. Das letzte Beispiel mag zwar einfach sein, man kann jedoch viel von

ihm lernen. Stellen Sie sicher, dass sie alle Details in diesem Beispiel verstehen.

Bemerken Sie, dass Proposition 5.2.16 impliziert, dass falls A; # A; gilt, dann ist
Eigp(A;) NEigp(A;) = {0}. In anderen Worten gilt

Eigr(\i) + Eigr();) = Eigp(A\i) © Eigr()))

fir A; # X;. Die Existenz von mehreren Eigenwerten motiviert die Definition einer
direkten Summe mit mehreren Summanden. Dies wird uns ermoglichen eine Zerlegung
von V zu finden, durch welche man die Wirkung von 7" € End(V') auf V' gut verstehen

kann.

5.3.1 Direkte Summen 11

Wir méchten direkte Summen beziiglich mehreren Summanden definieren. Um die
direkte Summe beziiglich zwei Summanden zu definieren, kann man jede der dquiva-
lenten Bedingungen in Proposition 2.3.40 benutzen. Um Summen beziiglich mehreren
Summanden zu definieren, benutzen wir eine Verallgemeinerung von Bedingung (4).
Mit einer direkten Verallgemeinerung von Bedingung (3) geht es beispielsweise nicht
(vgl. Ubung 5.3.16 unten). Erinnern Sie sich an Definition 2.3.36, bevor Sie die niichste

Definition lesen.

Definition 5.3.14. Sei V ein Vektorraum iiber K, r € N und Uy, ..., U, Untervektor-

raume von V. Wir sagen, dass

eine direkte Summe von Uy, ...,U, ist und schreiben W = U; & ... & U,, falls jeder

Vektor w € W als eine eindeutige Summe der Form
wW=Uy+ -+ U

mit u; € U; fiir © = 1,...,r geschrieben werden kann. Man schreibt dann auch

W:G?Ui::Ul@---@UT.
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Beispiel 5.3.15. Dies ist eigentlich eine Verallgemeinerung des Basis-Begriffs in folgen-
dem Sinn: Sei {vy,...,v,} eine Basis von V. Dann gilt (z.B. nach Proposition 2.2.35)

V =Sp(v1) @ - ® Sp(vy).

Allgemeiner seien By, ..., B, Teilmengen von {vy,...,v,}, so dass

{Ul,...,’l)n} = |_|B7,
i=1

gilt.? Dann gilt
V =D Sp(B:) :=Sp(B1) & - -+ ® Sp(B,).
i=1
Ubung 5.3.16. Die folgende Ubung zeigt, dass eine direkte Verallgemeinerung von
Bedingung (3) in Proposition 2.3.40 nicht geeignet ist, um direkte Summen beziiglich

mehrerer Summanden zu definieren:

Finden Sie einen Vektorraum V und Untervektorraume Uy, Us, U3, so dass
V=U+Us+Us; und UlﬂUgﬂU;g:{O}, aber V#Ul@UQ@Ug

gilt.
Andere Bedingungen hingegen lassen sich auf mehrere Summanden verallgemeinern:

Proposition 5.3.17. Sei V' ein Vektorraum, r € N und Uy, . .., U, endlich-dimensionale
Untervektorriume von V- und W = Uy +- - -4+ U,.. Die folgenden Bedingungen sind dqui-
valent:

(1) Es gilt W = @;_, U,.

(2) Falls 0 = uy + -+ +u, mit u; € U; furi = 1,...,r, dann ist u; = 0 fir alle

1=1,...,7.
(8) Falls B; eine Basis von U; ist firi=1,...,r, dann sind die B; paarweise disjunkt
und §
B=| |8
i=1

1st eine Basis von W.

(4) Es gilt
T
> dimU; = dim W.
=1
2Dies nennt man eine Zerlegung von {vy,...,v,}.
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Bemerkung 5.3.18. Die Aquivalenzen (1) < (2) < (3) gelten auch ohne die Annahme

dass die Untervektorraume endlich-dimensional sind.

Beweis. Die Implikation (1) = (2) ist unmittelbar, da (2) besagt, dass 0 eine eindeutige
Darstellung als
O=ur +--+u,

mit u; € U; fiir i = 1,...,r hat.
Fiir (2) = (3): Seien B; = (UY), . ,vgf)) fir « = 1,...,r. Wir wissen, dass B den

Untervektorraum W erzeugt. (Wieso?) Daher zeigen wir, dass B linear unabhéngig ist.

Angenommen
3 (agiw) TR ag?vgjj)) —0
i=1
fiir agi),...,ag? € Kfirallei=1,...,r. Da ali)vgi) —|—-~-—}—a§?’u§? eU, firi=1,...,r

ist, folgt aus (2), dass
Ao 4@ =0

firallei=1,...,r. Da (vgi), . ,vgf)) eine Basis von Uj ist, folgt

agi) :H,:ag) -0
fiir¢ = 1,...,r. Dies zeigt die lineare Unabhéangigkeit von B. Genau genommen zeigt es
noch mehr, nimlich die lineare Unabhingigkeit der Liste (vgl), Y oA UY), - vg)).

Daraus folgt dann insbesondere, dass in dieser Liste kein Element zweimal vorkommt,
also sind die B; paarweise disjunkt. (3) folgt. Wir zeigen nun (3) = (2): Seien u; € U;
mit

0=u + -+ u,.

Mit derselben Notation wie zuvor, konnen wir jeden Vektor u; schreiben als

Sq

wm Yot

j=1

mit vj(»i) e B; firallet=1,...,rund j =1,...,s;. Dann gilt

T Sq

=33y

i=1 j=1
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und daher sind ag»i) =0firallei=1,...,7und j =1,...,s;. Es folgt, dass u; = 0 fiir
allei=1,...,7, was (2) zeigt. Die Implikation (3) = (4) ist unmittelbar, denn

=1 =1

Wir zeigen (4) = (3): Sei B; eine Basis von U, fiir 1 <i <r. Aus W = U, +- - -+ U, folgt,
dass B = |J;_, B; den Untervektorraum W erzeugt, also ist dim W < |B|. Andererseits
ist . .
Bl <Y 1B =Y dim0; € dimw,

i=1 i=1
Es folgt, dass |[B| = ), |B;| = dim W und somit miissen die B; paarweise disjunkt sein.
Aus Satz 2.3.15 (Gleichgewicht!) folgt, dass B eine Basis von W ist. Dies zeigt (3).

Es bleibt noch (2) = (1) zu zeigen: Seien u;,u; € U; fiir i = 1,...,7, so dass

wW=up U =u

Dann gilt

Da w; — u} € U; ist, folgt nach (2), dass u; — u}, = 0 bezichungsweise u; = u}, was (1)
zeigt. O

Bemerkung 5.3.19. Wie man ,richtig“ Bedingung (3) aus Proposition 2.3.40 verallge-

meinert, werden Sie in der Serie sehen.

Wir gehen nun zu unserem Thema zuriick:

Korollar 5.3.20. Seien T' € End(V), r € N und A\, ..., A\, € K paarweise verschiede-
ne Eigenwerte von T. Dann erfillen die Untervektorrdume Eigp(\;) die dquivalenten

Bedingungen von Proposition 5.3.17.
Beweis. Bedingung (2) ist dank Proposition 5.2.16 erfiillt. O

Bemerkung 5.3.21. Jetzt, da Sie wissen, dass Proposition 5.3.17 fiir U; = Eig,(\;) gilt,

lesen Sie nochmals den Beweis mit U; = Eig;()\;) im Kopf durch!

Korollar 5.3.22. Sei T' € End(V) mit dimV = n und seien Ay, ..., \, die Eigenwerte
von T'. Dann qult

T ist diagonalisierbar <= Zdim Eig;(\;) = dim V.

i=1
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Der Leser kann probieren, dieses Korollar jetzt schon zu beweisen (es sollte nicht
sehr schwierig sein). Wir beweisen es erst im néchsten Abschnitt, und bis dahin werden

wir es nicht verwenden.

5.3.2 Diagonaliserbarkeit 1

Wir fragen uns, was wir iiber einen Endomorphismus 7" von seinem charakteristi-
schen Polynom pr(z) lernen koénnen. Zuerst untersuchen wir, was pr(x) iiber die Ei-
genraume Eig;()\;) und die Diagonalisierbarkeit von T" aussagt. Die erste Tatsache, die
wir bemerken sollten, ist, dass das charakteristische Polynom allein nicht entscheiden

kann, ob T' diagonalisierbar ist.

1 0
lynom (z — 1)%. Die erste Matrix ist diagonalisierbar (sie ist sogar schon diagonal), die

10 11
Beispiel 5.3.23. Die Matrizen (0 , ( 1) haben dasselbe charakteristische Po-

zweite Matrix hingegen ist nicht diagonalisierbar, wie wir in Beispiel 5.3.12 gesehen
haben.

Beispiel 5.3.24 (Jordan-Block). Seien A € K und n € N. Die Matrix

A1 0 ... 0
AT 0
J=Dw=11 " . | € Muxn(K)
: . 1
0 --+ -+ 0 X\

heisst Jordan-Block. Das charakteristische Polynom dieser Matrix ist (A — )" und man
konnte wie in Beispiel 5.3.12 zeigen, dass J genau dann diagonalisierbar ist, wenn n = 1

(also J = ())). Diese Matrizen spielen spéter eine wichtige Rolle. Bemerken Sie, dass J

A
und die skalare Matrix3 € M, «,(R) dasselbe charakteristische Polynom
A
haben.
A
3Matrizen der Form heissen skalare Matrizen. Grund dafiir ist, dass die Menge
A
A

A € K » versehen mit der Matrixaddition und der Matrixmultiplikation isomorph

A
ist zu K als Korper.
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Das charakteristische Polynom gibt uns Teilinformationen beziiglich Diagonalisier-
barkeit und Eigenrdumen. Zum Beispiel gibt uns das folgenden Lemma ein Kriterium

fiir ,nicht-Diagonalisierbarkeit':

Lemma 5.3.25. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum tiber K und T € End(V) (bzw.
A€ Myun(K)). Falls T (bzw. A) diagonalisierbar ist, dann zerfdllt pr(x) (bzw. pa(x))

in Linearfaktoren.

Bemerkung 5.3.26. Wie immer folgt der Fall A € M, y,,(K) aus dem Fall " € End(V)
mit dim V' = n, durch die lineare Abbildung 7" = m 4. Daher erwéhnen wir ab jetzt nur
den Fall einer linearen Abbildung, obwohl der Fall einer Matrix haufiger in Anwendun-

gen und Beispielen vorkommt.

Beweis von Lemma 5.3.25. Diagonalisierbarkeit von 7" impliziert die Existenz einer Ba-
sis B C V mit

A1
[T]s =
An
diagonal. Daher gilt
A1
pr(x) = |[T]s — xly| = -zl
An
(A — )
(An — )
i=1
was wir zeigen wollten. O]

Beispiel 5.3.27. Die Umkehrung von Lemma 5.3.25 gilt nicht! Zum Beispiel hat A =
11
(O 1> das charakteristische Polynom pa(x) = (z — 1)%.

Beispiel 5.3.28 (Diagonalisierbarkeit héngt von K ab). Wir betrachten

A:(? —01>.

Es gilt pa(z) = 2% + 1. Falls K = Q oder R ist, dann zerfillt p4(x) nicht in Linearfak-

toren und daher ist A als Matrix iiber R oder Q nicht diagonalisierbar. Das heisst,
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es existiert keine Matrix P € Myyo(R) mit
PAP™!

diagonal. Hingegen zerféllt p,4 iiber C als (z+14)(x—1) und daher gibt es die Moglichkeit,
dass A iiber C diagonalisierbar ist. Sie ist in der Tat diagonalisierbar, da sie zwei
verschiedene Eigenwerte hat (vgl. Korollar 5.2.17). Das heisst, es existiert P € May2(C),
so dass

PT'AP

1 —1

1 1
diagonal ist. Man kann {iberpriifen, dass P = ( , ) dies erfiillt.

Ubung 5.3.29. Die Matrix in Beispiel 5.3.28 ist ein Spezialfall einer Rotationsmatrix.

Fiir 6 € [0, 27) sei
Ry — C?SQ —sind .
sinf cos®

Entscheiden Sie fiir welche 6 die Matrix Ry diagonalisierbar ist iiber R und fiir welche 6
sie iiber C diagonalisierbar ist. Ergeben die Eigenwerte iiber C Sinn, wenn man denkt,
dass Ry eine Rotation mit # darstellt?

Bemerkung 5.3.30. Beispiel 5.3.28 und Ubung 5.3.29 sind auch grundlegend. Stellen Sie

sicher, dass sie alle Details verstanden haben.

5.3.3 Geometrische Vielfachheit ist kleiner als algebraische Viel-
fachheit

Hier ist eine erste Verbindung zwischen dem charakteristischen Polynom und Eigen-
rdumen. Erinnern Sie sich an die Definition der Vielfachheit (Definition 1.4.16).
In diesem Abschnitt bezeichnet V' stets einen K-Vektorraum und 7" € End(V).

Definition 5.3.31. Sei A € K. Die geometrische Vielfachheit von A in T definieren
wir durch

mg(A) = my(T, \) = dim Eig,(\)
und die algebraische Vielfachheit von A in T definieren wir durch
ma()\) = ma(T7 >‘) = :u(pT ‘ )\>

Man sollte bei diesen Namen an Folgendes denken: Wenn man sich 7" geometrisch
vorstellt, dann entspricht die Dimension des Unterraums Eig;.(\), auf welchem 7" durch

Multiplikation mit A agiert, genau der geometrischen Vielfachheit m4(\). Analog ist das
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charakteristische Polynom in gewisser Weise ein ,algebraisches Objekt®, fiir welches der

Skalar A als Eigenwert mit Vielfachheit m,(\) = p(pr | A) vorkommt.

Lemma 5.3.32. Sei T € End(V). Fiir jedes A\ € K gilt
mg(A) < mg(N). (5.8)

Beweis. Bei diesem Lemma ist es niitzlich an zwei verschiedene Félle zu denken. Also
machen wir das auch hier in diesem Beweis.

Fall I: Angenommen A ist kein Eigenwert von 7'. Dann sind beide Seiten von (5.8)
gleich 0.

Fall IT: Angenommen A ist ein Eigenwert von 7" mit 7 := m,(\) = dim Eig;(\) > 0.

Sei vy, ..., v, eine Basis von Eig;(\) und
B = (Ula ey Upy, Wy e 7wdimV—7")

eine Erweiterung zu einer geordneten Basis von V. Wir berechnen pr(\) mittels B: Sei
n=dimV. Es gilt

A
(%)

Ts = \

0n—r><r C

fiir eine Matrix C' € M(,—y)x(n—r)(K). Der Eintrag () steht fiir eine Matrix der Grosse

r X (n —r) (deren Eintrége fiir unsere Berechnung nicht relevant sind). Daher ist

(A —2)

pr(r) = pirs(7) = (*)

Onfrxr C - x[nfrxnfr

und folglich ist

Dies impliziert, dass

Beispiel 5.3.33. Unser Lieblingsbeispiel
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zeigt, dass Ungleichheit in Lemma 5.3.32 moglich ist: Hier gilt my(A,1) = 1 und
mq(A, 1) = 2.

Bemerkung 5.3.34. Wenn A kein Eigenwert von T ist, dann gilt mg, (T, \) = mq (T, \) =
0.

5.3.4 Diagonalisierbarkeit II

Wir sind jetzt bereit fiir mehrere Charakterisierungen von Diagonalisierbarkeit (die

erste hatten wir in Lemma 5.2.7 gesehen und andere werden noch folgen).

Satz 5.3.35. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum diber K und T € End(V'). Die

folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) T ist diagonalisierbar.
(2) FEs existiert eine Basis von V', die nur Eigenvektoren enthilt.

(8) Das charakteristische Polynom pr zerfallt in Linearfaktoren und die geometrische
Vielfachheit ist gleich der algebraischen Vielfachheit. Das heisst, dass

mg(Ai) = ma(A)
fir jedes i € {1,...,k}.

(4) Es gilt
k
> dimEigy(\;) = dim V.
=1

(5) Es gilt
k
V = D Eigr(A).
=1

Beweis. Die Aquivalenz von (1) und (2) ist der Inhalt von Lemma 5.2.7; sie ist hier der
Vollstiandigkeit halber aufgelistet. Angenommen (1) und (2) gelten. Laut Lemma 5.3.25
zerfallt das charakteristische Polynom pp in Linearfaktoren. Ausserdem tragt jedes
Element einer Basis von Eigenvektoren zu einem der my,()\;) bei und somit impliziert

die Existenz einer solchen Basis, dass

Lemma 5.3.32

k k
n < ng()\i) < Zma()\i) =n
i=1 i=1

wobei die letzte Gleichheit verwendet, dass pr in Linearfaktoren zerfillt. Also muss
fiir S ma(N) = S0 my(\) gelten. Da mg () > my(\;) gilt, miissen die einzelnen

Summanden gleich sein, was gleichbedeutend der Aussage in (3) ist.
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Die Implikation (3) = (4) folgt aus

dim(V) =n = Zma(&) = Z my(N\;) = Z dim(Eig,(\)). (5.9)

Schlussendlich folgen die Implikationen (4) = (5) und (5) == (2) aus Propositi-
on 5.3.17. -

Beispiel 5.3.36 (Potenzen einer Matrix). Vielleicht fragen Sie sich, was bringt es tiber-
haupt, eine Matrix zu diagonalisieren? Nun, eine Anwendung davon ist die Berechnung

der Potenzen einer Matrix.

aq CL’f

Erinnern Sie sich, falls D = . diagonal ist, dann gilt D* =
an ak
fir alle k& € N. Falls eine Matrix A diagonalisierbar ist, d.h. falls es P € GL,(K) gibt

mit P~'AP = D (bzw. A= PDP™'), dann ist
A = (PDP Y = PDPTPDPT... PDP~' = PDFPL.

Das heisst es ist leicht, die Potenzen einer diagonalisierbaren Matrix zu berechnen.

Beispiel 5.3.37 (Verallgemeinerung von Beispiel 3.6.23). Fiir die ndchste Anwendung,
die wir eigentlich schon kennen, betrachten wir eine rekursiv definierte Folge A =
(ay,as,...) € K, die durch

CI,1:A1, ,ak:Ak, (510)

Ay, = Qplp_1 + -+ aqa,_p firn >k +1, (5.11)

gegeben ist, wobei A;,..., A, € K und ay,...,q; € K sind. Hier ist ein Trick?, der
diese Rekursion mit Matrizen verbindet:
Es gilt fiir alle n > k + 1, dass

0 1 0o --- 0 An—k Ap—(k—1)

0 0 1 0

0 O 1 Qn—1

a1 Qo Qg ap—1 an
= Ma1 ..... ap

4Eigentlich ist es kein Trick! Dies ist lediglich die Matrix-Darstellung der Verschiebungsabbildung
S K* — K eingeschrinkt auf den UVR von K all jener Folgen, die die Rekursionsgleichung
(5.11) erfiillen (vgl. Kapitel 0 und Beispiel 3.6.23).
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Fir £ = 2 und oy = ay = 1 sind die Folgen in K, die (5.11) erfiillen, genau die

01
Fibonacci-Folgen, also Elemente von Fib. Weiter gilt M;; = L1 (vgl. Beispiel

3.6.23).
Kehren wir nun zuriick zum allgemeinen Fall und nehmen wir an, dass wir M,, . .,

diagonalisieren kénnen. Dann kénnen wir eine Formel fiir die Folgenglieder von A in
Abhéngigkeit von A;, ..., A finden:
Seien P € GL,(K) und ey, ...,e; € K gegeben, sodass M, . ., = PDP™! mit

€1
D =

€k
Dann gilt fiir die Folge A = (a1, as, .. .), die durch (5.10) und (5.11) definiert ist, dass

Qp—(k—1) Ay 671%]6 Ay
— Mn—k: . L P—l

ap,..,Q

an Ap epk Ap

Da auf der rechten Seite alles gegeben ist, gibt es also eine explizite Formel fiir A. Sie
werden in der Serie und in der Ubungsstunde noch konkrete Beispiele dazu sehen.

nicht
diagonalisierbar ist. Das ist eine gute Frage. Zumindest iiber C werden wir sehen, dass
heisst) und Potenzen von Matrizen in Jordan-Form lassen sich relativ einfach berechnen.

Sie konnten sich fragen, wie wir eine Formel finden kénnen, falls M,, o,

. ahnlich zu einer Matrix in Jordan-Form ist (wir werden noch sehen was das

Wir beenden den Abschnitt 5.3 mit der interessanten Charakterisierung von simultan

diagonalisierbaren Endomorphismen.

Definition 5.3.38. Zwei diagonalisierbare Endomorphismen S, 7" € End(V') auf einem
n-dimensionalen K-Vektorraum heissen simultan diagonalisierbar, falls es eine (geord-
nete) Basis B von V' gibt, sodass [S]g und [T]z beide diagonal sind.

Im néchsten Satz werden wir charakterisieren, wann dies der Fall ist. Der Beweis
dieses Satzes ist toll, da wir das erste Mal die Idee von invarianten Untervektorrdumen

benutzen.

Definition 5.3.39. Sei T' € End(V). Ein Untervektorraum von V' heisst T-invariant,
falls
TU)CU.

Beispiel 5.3.40. Jeder Untervektorraum der von Eigenvektoren von T erzeugt wird,

ist T-invariant. Insbesondere sind alle Eigenrdume invariant.
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Satz 5.3.41. Zwei diagonalisierbare Endomorphismen S, T € End(V) auf einem n-
dimensionalen K -Vektorraum sind genau dann simultan diagonalisierbar, wenn sie mit-

einander kommutieren, das heisst, wenn SoT =T o S.

Beweis. Die einfache Richtung = haben Sie in der Serie gesehen. Nehmen wir nun
an, dass SoT =ToS. DaT und S beide diagonalisierbar sind, haben wir die Zerlegung

von V als

V = Eig; (M) ® - - - @ Eigr(\) (5.12)
V = Eigg(m) @ - -- ® Eigg(ne) (5.13)

fiir £,k € N. Beachten Sie, dass Eigg(n) S-invariant ist fiir jedes n € K und Eigg(\)
ist T-invariant fiir jedes A € K. Der Schliissel zu diesem Beweis ist, dass SoT =T o S
impliziert, dass diese Eigenrdume invariant sind beziiglich 7" und S. Genauer gesagt:
Sei v € Eigp (), dann gilt

T(Sv) = S(Tv) = S(Av) = A(Sv)

und daher ist Sv € Eigp(A). In anderen Worten ist Eig,(A) sowohl S als auch 7T-
invariant fiir jedes A € K. Genau so ist Eigg(n) fiir jedes n € K sowohl S als auch

T-invariant. Aquivalent mochten wir zeigen, dass wir V' als direkte Summe

schreiben konnen, sodass fiir jedes 7 = 1,...,m Skalare \,n € K existieren mit V; C
Eig, (M) und V; C Eigg(n). Wenn wir dann von jedem V; eine Basis B; auswéhlen und
diese zu einer Basis B = [J,; B; von V zusammenfiigen, dann sind [S]s und [T']5 beide

diagonal. Um die Notation zu vereinfachen, schreiben wir
fiir A := \; fiir irgendein ¢ € {1,...,k}. Wir zeigen, dass

W =W NEigs(n)).

J

Sei w € W. Laut (5.13) hat w eine eindeutige Schreibweise als

w=1u;+ -+ u
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mit u; € Eigg(n;) firi =1,..., ¢ Fir Tw gilt, dass
Mg+ duy = =Tw=Tu; + - + Tuy. (5.14)

Da Eigg(n;) T-invariant ist fiir alle j = 1,...,¢, gilt Tu; € Eigg(n;). Daher sind
beide Seiten von (5.14) Schreibweisen von Tw beziiglich der direkten Summe (5.13).
In anderen Worten gilt Tu; = Au; fiir alle j = 1,...,¢. Dies impliziert, dass u; €

W N Eigg(n;) fir alle j =1,...,¢. Da die Schreibweise eindeutig ist, zeigt dies

0
W =W nEigs(n)).

J=1

Da dies fiir jedes \; gilt, erhalten wir

i=1 j=1

was wir zeigen wollten. O]

5.4 Fun with Flags - Trigonalisierung

Wir fahren fort mit dem folgenden Leitsatz: Was konnen wir {iber einen Endo-
morphismus 7' aussagen, wenn wir gewisse Informationen iiber das charakteristische
Polynom von T haben? Mit ,,was konnen wir iiber T" aussagen* ist gemeint, dass wir
eine Basis B finden wollen, sodass [T|s besonders einfach ist. (Wenn wir statt einem
Endomorphismus T eine Matrix A betrachten, bedeutet dies, eine Matrix B zu finden,
welche dhnlich zu A ist und eine besonders einfache Form hat).

Satz 5.3.35 sagt uns, dass wir T diagonalisieren kénnen genau dann, wenn pr in
Linearfaktoren zerfallt und fiir jeden Eigenwert die algebraische Vielfachheit gleich der
geometrischen Vielfachheit ist. Was kénnen wir sagen, wenn wir nur wissen, dass pr
in Linearfaktoren zerfallt? In diesem Abschnitt werden wir sehen dass wir dann T
trigonalisieren konnen, das heisst wir konnen eine Basis B finden, sodass [Tz eine
Dreiecksmatrix ist.?

Spéter (zum Beispiel in der Jordan-Form) werden wir uns fragen, ob wir eine be-
sonders einfache Dreiecksmatrix finden konnen, die 1" darstellt. Noch spéter versuchen
wir dann, weitere Bedingungen an die Basis B zu stellen (zum Beispiel werden wir eine

orthogonale Basis suchen).

SWir haben festgestellt, dass diagonale und Dreiecksmatrizen in diesem Skript noch nicht definiert
wurden. Wir haben dies nun nachtréglich eingefiigt, siche Definition 3.3.27.
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Wenn nicht anders spezifiziert, ist wihrend dieses Abschnitts ist V' ein n-dimensionaler
K-Vektorraum.

Definition 5.4.1. Ein Endomorphismus 7' € End(V') heisst trigonalisierbar, falls es

eine geordnete Basis B C V gibt, so dass [T|s eine obere Dreiecksmatrix ist.

Ubung 5.4.2. Ein Endomorphismus 7' € End(V') ist trigonalisierbar genau dann, wenn

es eine geordnete Basis B C V' gibt, so dass [T']g eine untere Dreiecksmatrix ist.

Definition 5.4.3. Eine Fahne (oder Flagge) in V ist eine Folge von Untervektorraumen

von V

oy} =V CWVC...CV,=V

mit dimV; = ¢ fiir alle ©+ = 0,...,n. Eine Fahne heisst T-invariant beziiglich T €
End(V), falls V; T-invariant ist fiir alle i = 0,... n.

Das Analogon von Satz 5.3.35 ist folgende Proposition:

Proposition 5.4.4. [Analogon zu Satz 5.3.35] Fir einen Endomorphismus T € End(V)
qgilt:

T ist trigonalisierbar <= Es existiert eine T-invariante Fahne in V.

Beweis. Dies ist eine Ubung mit der Definition der Darstellungsmatrix:
, =+ Wir nehmen an, dass T trigonalisierbar ist und betrachten eine geordnete

Basis B = (v1,...,v,), so dass [T]g eine obere Dreiecksmatrix ist. Sei
Vi :=Sp(v,...,v).
Dann ist
{ovf=WwCWcC..CV,=V

eine T-invariante Fahne.

, <= “ Falls {0} =V, CV; C ... CV, eine T-invariante Fahne ist, kénnen wir
v1, ...V, wihlen, so dass V; = Sp(v,...,v;) ist. Dann ist [T|s eine obere Dreiecksma-
trix fir B = (vy,...,v,). O

Ziel in diesem Abschnitt ist es, die nachfolgende Charakterisierung zu beweisen.

Erinnern Sie sich daran, dass V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum ist.

Satz 5.4.5 (Trigonalisierung). Fiir T € End(V') gilt:

T ist trigonalisierbar <= pr zerfdllt in Linearfaktoren (iber K).
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Bemerkung 5.4.6. Wie wir in Beispiel 5.3.28 gesehen haben, hingt es stark vom Korper
ab, ob eine Matrix/ein Endomorphismus diagonalisierbar ist. Dasselbe gilt fiir Trigo-
nalisierbarkeit. Fiir die Matrix A aus Beispiel 5.3.28 zerféllt p4 tiber C, aber nicht iiber
R.

Aus dem Fundamentalsatz der Algebra 1.4.18 folgt:
Korollar 5.4.7. Fulls K = C, dann ist jeder Endomorphismus trigonalisierbar.
Bemerkung 5.4.8. Spater konnen wir dieses Korollar mit der Jordan-Form noch verfei-

nern.

Der Standard-Beweis von Satz 5.4.5 benutzt Quotientenrdume jedoch ohne Quoti-
entenrdume zu erwahnen. Das macht den Beweis etwas technisch und uniibersichtlich
und macht es insbesondere schwierig sich an den Beweis zu erinnern. Wir haben Gliick,
da wir die Sprache der Quotientenrdume kennen. Hier sind also einige Vorbereitungen

beziiglich Quotientenrdumen, die wir fiir den Beweis brauchen.

5.4.1 Vorbereitung mit Quotientenraumen

Ubung 5.4.9. Seien V ein K-Vektorraum und 7' € End(V). Sei U ein T-invarianter

Untervektorraum.

(1) Zeigen Sie, dass die Abbildung

TV/U: V/U—>V/U
v4+U—Tv+U

ein wohl-definierter Endomorphismus von V/U ist.

(2) Wir nehmen an, dass V' endlich-dimensional ist und B = (vy, ..., v,) eine geordnete
Basis ist, so dass U = Sp(vy, ..., v,) fir ein 0 < r < n. Zeigen Sie:
(a) By = (vp41 + U, ..., v, + U) ist eine Basis von V/U.
(b) Es existieren A € M,,(K) und B € Mp,_p)x(n—r)(K), so dass
Al (¥)
Tl = , 5.15
e (219) "

[Tvvls,,, = B, (5.16)
[T|U]BU = A7 (517)

wobei By = (vy, ..., v,) ist.

(c) Folgern Sie, dass pr = pry, - Py -
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Losung von Ubung 5.4.9: (1) und (2a), (2b) haben Sie in der Serie gesehen. Wir
folgern also (2¢):

(5.15), Lemma 5.3.6 (5.16), (5.17)

pbr PAPB = D1y PTy -

Ubung 5.4.10. Seien V ein K-Vektorraum, U ein Untervektorraum und

mw:V = V/U
v v+ U

die kanonische Abbildung. Erinnern Sie sich, dass fiir einen Untervektorraum W C V'
das Bild
Ty (W) = {my(w) | w e W}

ein Untervektorraum von V/U ist. Fiir einen Untervektorraum W C V/U ist das Urbild

(W) ={veV | ) e W}

ein Untervektorraum von V. Zeigen Sie:

(a) Die Funktionen 7y und 7" erstellen eine Korrespondenz (d.h. bijektive Funktion)

zwischen

{UVR W von V mit U € W} =— {UVR von V/U}. (5.18)

U

(b) Sei T' € End(V). Falls U T-invariant ist, dann induziert die Korrespondenz in (5.18)

die Korrespondenz

{T —inv. UVR W von V mit U C W} W<:>U {Tv)y —inv. UVR von V/U}.
7r[71

(c) Falls dimU = r < oo und W ein Untervektorraum von V/U ist mit dim W = s,
dann ist
dim 7' (W) =r + s.

(d) Seien dimV =n € N, T € End(V) und U ein 1-dimensionaler, T-invarianter Un-

tervektorraum von V. Sei

Ovw=WoCW C...C W, =V/U
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eine Ty y-invariante Fahne in V/U. Dann ist
{0v}=Vo CU=a,"(Wp) Cr,! (W) C...Ca (Wyy) =V (5.19)

eine T-invariante Fahne in V.

Losung zu Ubung 5.4.10: (a), (b) und (c) haben Sie in der Serie gesehen. Wir zeigen
(d): Die Aussage in (5.19) folgt aus der Definition von 7;;'. Dass die Unterriume in
(5.19) eine Flagge bilden (also dass die Dimensionen ,stimmen®), folgt aus (c). Die

Tatsache, dass alle Untervektorrdume in (5.19) T-invariant sind, folgt aus (b).

5.4.2 Beweis von Satz 5.4.5

Der interessante Teil des Beweises ist zu zeigen, dass T" trigonalisierbar ist, falls pr in
Linearfaktoren zerfillt. Die Beweisidee ist sehr einfach: Da pr in Linearfaktoren zerfllt,
hat 7" zumindest einen Eigenvektor v. Diesen wahlen wir als unseren ersten Basisvek-
tor. Der Span Sp(v) ist T-invariant und daher kénnen wir Ty, gy € End(V/Sp(v))
betrachten. Da PTy) speo) ebenfalls in Linearfaktoren zerféllt, hat Ty, g, mindestens
einen Eigenvektor w + Sp(v). Jetzt betrachten wir Tv)gp(w)... Sehen Sie schon die
Induktion?

Beweis von Satz 5.4.5. ,, = “: Dies ist die einfache Richtung. Falls 7" trigonalisierbar

ist, sei B eine Basis mit
AN - %

Ts = :
An
Laut Lemma 5.3.6 gilt pr = pim, = [, (N — ).
,, <= Wir beweisen diese Richtung per Induktion iiber n = dim V. Fiir n = 1 gibt

es nichts zu beweisen. Sei 7" € End (V') mit dim V' = n. Wir nehmen an, dass

Pr = H()\z - 96)

i=1

Sei v; ein Eigenvektor mit Eigenwert A;. Dann ist
Vi = Sp(vy)

ein T-invarianter Untervektorraum. Wir betrachten nun Ty, : V/Vi — V/Vj. Laut
(2c) aus Ubung 5.4.9 gilt
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Ausserdem gilt dimV/V; = n — 1 und daher ist Ty,y, laut der Induktionsannahme

trigonalisierbar. Laut Proposition 5.4.4 existiert eine Ty y,-invariante Fahne
Oymt=WoCWC...CW,, =V/V
und daher ist laut Ubung 5.4.10 (d)
{Ov}=VoCViCm/ W) C...Cm. (Wyy) =V

eine T-invariante Fahne. Also folgt mit Proposition 5.4.4, dass 7" trigonalisierbar ist. [

Der Beweis von Satz 5.4.5 gibt uns eigentlich einen Algorithmus zur Trigonalisierung

von T. Als Beispiel benutzen wir dieselbe Matrix wie im Fischer ([7]):

Beispiel 5.4.11. Sei

3 4 3
A=|-1 0 -1
1 2 3

Man berechnet, dass pa(z) = (2 —2)? ist, und dass die geometrische Vielfachheit dieses

einen Eigenwerts

dim Eig,(2) = dimKer(A — 2I3) =dimSp | -1 | =1
1

ist. Daher ist A nicht diagonalisierbar, aber trigonalisierbar. Der Trigonalisierungssatz
5.4.5 sagt uns, dass wir rekursiv Eigenvektoren finden sollten, um eine Fahne zu kon-

struieren. Wie zuvor erwéahnt, ist

ein Eigenvektor mit Eigenwert 2. Sei V; := Sp(vy). Wir betrachten jetzt
(ma)os = Q*/Vi = Q°/ V4.
Wir brauchen eine Basis von Q3/V; um weitere Eigenvektoren zu finden. Da

1
-1 , €2, €3
1
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eine Basis von Q? ist, ist C = (es + Vi,e3 + V1) eine Basis von Q3/V;. Beziiglich C

berechnet sich die Darstellungsmatrix von (ma)gs,v, als

(3]

da
4 4 4 0
Aes+Vi= |0l +Vi=10|—-|4|+Vi=| 4 |+W
2 2 4 -2
=4(e2+ V1) = 2(es + V1)
und
3 3 3 0
Aes+Vi=|-1|+Vi=|-1|—-|-3|+WV=]2|+W
3 3 3 0
:2(62—’—‘/1)

Wir wissen, dass

2—w 2
Plma)gs v, = 21 =(2—12)"=pp

4 2 1
fur B = ( O) oder wir berechnen einfach die rechte Seite. Der Vektor ( 1) ist

4 2
ein Eigenvektor von ( 0 mit Eigenwert 2. Mittels diesem Vektor definieren wir

0
vp=11 und V5 = Sp(vy, v2).
—1

Jetzt reicht es (v1,v;) zu einer Basis von Q2 zu erginzen. Da
1 0
-1 1
1 -1

— 140

_ O O

erfiillt e3 diesen Zweck. Wir wissen, dass ez + V5 ein Eigenvektor mit Eigenwert 2

beziiglich (m4)gs v, ist. Es folgt, dass uns die Basis B = (v1, va, e3) eine Trigonalisierung
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von my4 gibt. Man kénnte dies nun iiberpriifen:

(mA)B = (Id@3 3(mA)53 Id@3
0 O 4 3 1 0 O
= |- 1 0 -1 0 -1 -1 1 0
-1 1 2 3 1 -1 1
1 00 3
=11 10 —1
011 3
21 3
=10 2 2
0 0 2

Funktioniert wie Magie!

5.5 Minimalpolynom

In den Serien im letzten Semester hatten Sie die folgende Ubung: Sei A € M, (K).
Zeigen Sie, dass es k € N und ay, ...,qr € K gibt mit

aol, + A+ + o AP =0 € My, (K). (5.20)

Mit anderen Worten, finden Sie ein Polynom g(z) = ag + ayz + - - - + aa®, sodass das
Einsetzen® von A in ¢
g(A) = g+ A+ - + i A

die Nullmatrix ergibt.

Die Losung ist einfach: Sobald (I, A, ..., A¥) linear abhiingig sind (als Elemente des
Vektorraums M,,»,(K)), konnen wir «y,...,qr € K finden, die (5.20) erfiillen. Da
dim M, «,(K) = n? konnen wir sicher solch ein k mit k& < n? finden. Das heisst es
existiert ein Polynom g € K|[x] mit Grad < n?, sodass g(A) = 0 € M, x,(K).

Wir méchten nun die Polynome ¢ € K[z] mit der Eigenschaft g(A) = 0 besser
verstehen und wir werden sehen, dass es sogar ein Polynom von Grad < n gibt mit
g(A) = 0. Das Minimalpolynom, welches wir bald definieren werden, ist sozusagen das
kleinste* Polynom g € Kz] mit der Eigenschaft g(A) = 0.

Mit dem Minimalpolynom von A erhalten wir eine weitere Charakterisierung der

Diagonalisierbarkeit von A und allgemein mehr Informationen iiber A. Wir werden das

6Siehe (5.21)/(5.22) weiter unten fiir eine prizisere Definition von dem Einsetzen eines Endomor-
phismus/einer Matrix in ein Polynom.
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Minimalpolynom natiirlich auch fiir Endomorphismen 7" definieren und den Fall einer
quadratischen Matrix als Spezialfall davon betrachten.
In diesem Abschnitt seien V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, 7' € End(V)

und z eine Variable. Betrachten wir die folgende Abbildung zwischen Ringen:

K[z] — End(V)

5.21
g(x) =apx"+---+ax+ag— g(T) :=a,T"+ -+ a1T + agldy ( )

Bemerken Sie, dass das Bild eines Skalars ag mit dem Endomorphismus agIdy iden-
tifiziert wird. Die Abbildung (5.21) ist ein Homomorphismus von Ringen, aber keine
Sorge falls Sie schon vergessen haben, was das heisst: Wir interessieren uns nur fiir den

Kern dieses Homomorphismus, also die Menge

Iy :={g € K[z] | g(T) = 0}.

Die Null hier steht natiirlich fiir die Nullabbidlung Ogna(vy € End(V'). Es ist klar, dass
das Nullpolynom 0 in Ir liegt. Die Erklarung am Anfang des Abschnitts zeigt, dass

Ir # {0}
Lemma 5.5.1. Es ezistiert ein eindeutiges Polynom My € K[x] sodass gilt:

(1) My ist normiert (d.h. der Leitkoeffizient ist 1).
(2) Iy = My - K[x] := {Mp-h | h € K[z|}. Das heisst, Mr teilt alle Polynome in I.

Bemerken Sie, dass Eigenschaft (2) dquivalent ist zu:
Vge Klz]: ¢g(T)=0 < Mr|g.

Beweis. Der Schliissel zu diesem Beweis ist Division mit Rest.

Sei d = min{deg(p) | p € Ir, p # 0}. Dieses Minimum ist definiert weil I # {0}.
Sei My € I ein normiertes Polynom von Grad d. Wir behaupten, dass My Eigenschaft
(2) hat:

Die Inklusion My - K[z] C I kann leicht berpriift werden, da My € Ip. Fir die
andere Inklusion betrachten wir ein p € Ir. Laut Polynomdivision existieren ¢, r € K|z]
mit p = gMr + r und deg(r) < deg(Mr) = d. Da p € Ir ist, gilt

0=p(T) = q(T) My(T) +r(T) = r(T) = 0
T
und somit ist 7 € Ir. Da deg(r) < d folgt aus der Definition von d, dass r = 0. Also
gilt p = ¢Mr und somit p € My - K[z, wie wir zeigen wollten.
Es bleibt noch die Eindeutigkeit von My zu zeigen: Seien N, M € K|x| zwei Polyno-
me, die beide die Eigenschaften (1) und (2) besitzen. Es ist klar, dass N, M € Ir. Da N
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die Eigenschaft (2) hat, existiert h € K[z] mit M = N - h. Da M auch die Eigenschaft
(2) hat, existiert g € Kz] mit N = M - g. Also gilt

N=M-g=N-h-g

und folglich hg = 1. Daraus folgt, dass deg(g) = deg(h) = 0, das heisst, g und h
sind Skalare in K. Die Polynome M und N unterscheiden sich also nur durch die

Multiplikation mit einem Skalar. Da jedoch beide normiert sind (Eigenschaft (1)), folgt
N =M. [

Ubung 5.5.2. In der Algebra heissen Mengen wie I C K[x] Ideale. Genauer gesagt sei

R ein kommutativer Ring. Ein /deal in R ist ein Teilmenge I C R mit

abel —=a+bel,
acl,be R=—=abel.

Ein kommutativer Ring heisst euklidisch, falls er Division mit Rest hat. Praziser for-

muliert heisst das: Es existiert eine Funktion ¢ : R — N U —o0, sodass
Va,b € R 3r,q € R sodass a = bq+r, ©(r) < ¢(b).

Beispiele sind natiirlich K [x] mit ¢ = deg und Z mit ¢(n) = |n.

Zeigen Sie: Jedes Ideal I in einem euklidischen Ring hat die Form I = {ap| p € R}
fiir ein a € R.

Wenn Sie mehr iiber solche Ringe lernen mdochten, warten Sie bis zur Vorlesung
Algebra I oder lesen Sie [3, 5.3] schon jetzt.

Definition 5.5.3. Das Polynom Mr aus Lemma 5.5.1 heisst Minimalpolynom von T.

Bemerkung 5.5.4. Das Minimalpolynom von einer Matrix A ist entweder wie oben durch
die Abbildung

K[z] = Mpxn(K)

5.22
A" + -+ arx +ag = a, AN+ -+ A+ aol, 2

definiert oder, aquivalent dazu, als M4 := M,,,.

Unser Ziel ist es jetzt zu zeigen, dass das Minimalpolynom das charakteristische
Polynom teilt, also My | pr. Das ist der Inhalt des Satzes von Cayley-Hamilton.
Satz 5.5.5 (Cayley-Hamilton). Es gilt pr(T) = 0 € End(V).

Ubung 5.5.6. Angewendet auf Matrizen besagt der Satz, dass fir A € M, ,(K) gilt,
dass pa(A) = 0 € M, (K). Stellen Sie sicher, dass Sie verstehen, wieso diese beiden

Formulierungen aquivalent sind!
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Es gibt viele verschiedene Beweise fiir diesen Satz. Aus dem kiirzesten kann man
meiner Meinung nach nicht viel lernen (Die Leser konnen ihn in |7, Seite 252] oder |10,
Seite 269| finden und bewundern, wie magisch die adjunkte Matrix ist.). Wir geben
einen viel lingeren Beweis, der aber interessante Begriffe einfiihrt, wie T-Invarianz
(was bereits in Abschnitt 5.4 gesehen haben und was auch spéter noch eine Rolle

spielen wird), T-zyklische Untervektorraume und die Begleitmatrix eines Polynoms.

Ubung 5.5.7. Versuchen Sie, den Cayley-Hamilton-Satz fiir diagonalisierbare (bzw.
trigonalisierbare) Endomorphismen zu beweisen, bevor Sie den Beweis weiter unten
lesen. In gewisser Weise stammt der Beweis den wir weiter unten geben vom Versuch, die

selben Ideen, die fiir diese Ubung benutzt werden, anzuwenden und fiir den allgemeinen

Fall anzupassen.”

Ubung 5.5.8. Wieso ist der folgende ,Beweis* des Cayley-Hamilton-Satzes falsch?

pa(r) = det(A — 21,,) = pa(A) = det(A — Al,) = det(0) = 0.

5.5.1 Beweis von Cayley-Hamilton

Definition 5.5.9. Fiir v € V sei Zyk(v) := Sp({T% | ¢ € {0} UN}) der T-zyklische

Unterraum von v.
Ubung 5.5.10. Zeigen Sie:
o Zyk(v) = {0y} <= v =0.
e dim Zyk(v) = 1 <= v ist ein Eigenvektor von 7.

e Zyk(v) ist T-invariant. Genauer gesagt ist Zyk(v) der kleinste T-invariante Un-

tervektorraum von V', der v enthalt.
Lemma 5.5.11. Sei 0 # v € V und k = dim Zyk(v) > 0. Dann gilt:
(1) {v,Tv,..., T* v} ist eine Basis von Zyk(v).

(2) Seien ay,...,ax_1 € K die eindeutigen Skalare mit
TFv = —agu + - + (—ap_1)TF . (5.23)

Dann gilt
_ k k—1 k
pT|Zyk(v)<x) - (_1) (aO +ax+ -+ a1 +x ) ) (5.24)

wobei T'|zyw(w) die Einschrinkung von T auf Zyk(v) ist.

"Wenn Sie eine genauere Erklirung dieses letzten Satzes wiinschen, kénnen Sie mich in der Nach-
besprechung fragen.
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Beweis. Sei d = max{f € N | {v,Tv,...,T*} ist linear unabhingig}. Wir zeigen mit
Induktion iiber j, dass 79"/ € Sp(v,...,T%) fiir alle j € N. Dies impliziert, dass
d = k — 1 und zeigt (1). Die Induktionsbasis j = 1 folgt aus der Definition von d
(wieso?). Das heisst es gibt Sy, ..., s € K mit

Ty = Bov + - - - + BT . (5.25)

Nehmen wir an, die Induktionsannahme T%v € Sp(v,...,T%) gilt fir j > 1 und

betrachten wir

TGy = T(T4Hy) A In:i’ T(agv + -+ + agT%)
=  aTv+-+a0"
;n:d_' agTv+ -+ ag 1 T+ ag (Bov + -+ + BTN) .

~~

€ Sp(v,...,T%)

Teil (1) folgt. Um (2) zu zeigen, berechnen wir die Darstellungsmatrix von 7|z
beziiglich der geordneten Basis B = (v,...,T"* ). Fiir i = 0,...,k — 2 ist T(T") =
Ty und T(T* ) = TFv = —agv + - - + (—agp_1)T* 1. Folglich ist

00 --- 0 —ag

1 0 --- 0 —Qaq
[T‘Zyk(v)}zs =(0 1 ‘ :

: . 0 — Q2

00 --- 1 —ap_

Diese Matrix nennt man die Begleitmatriz des Polynoms (5.24) und sie hat laut [Serie
2, Aufgabe 7a] das charakteristische Polynom (5.24). Dies zeigt (2). O

Lemma 5.5.12. Falls W C V' ein T-invarianter Untervektorraum ist, gilt pr,, | pr
(d.h. 3g € K[z| mit pry,, - g = pr).

Dies folgt aus Ubung 5.4.9 (2c). Wir geben der Vollstéindigkeit halber trotzdem noch

einen Beweis.

Beweis. Sei A = {w, ..., w} eine Basis von W und B eine Erweiterung zu einer Basis
von V. Da W T-invariant ist, existiert eine quadratische Matrix C, sodass [Tz die
folgende Form hat:

[Twla| *

0 C

T]s =
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Daher gilt pr = p7, e AL D[Tlwla - PC = PT|yw * P, Wie wir zeigen wollten. n

Wir sind fertig mit den Vorbereitungen und kénnen nun den Satz von Cayley-

Hamilton beweisen.

Beweis von Satz 5.5.5. Wir miissen zeigen, dass fiir jedes v € V pr(T)(v) = Oy gilt.
Fiir v = 0y ist das klar. Sei also v # 0y und sei k = dim Zyk(v) > 0. Geméss Lemma

5.5.11 existieren ag, ..., ap_1 mit
Tho = —agv + -+ + (—ap_ ) T" v (5.26)
und pry, . (T) = (=1)% (ao + -+ + ag—12*~' + 2*). Zusammen impliziert dies, dass

) (5.26) (—

Pliggee (T)(0) = (=1)F (aoIdy (v) + -+ - + a1 T o + T Dk0y = 0y

Da Zyk(v) T-invariant ist, gibt uns Lemma 5.5.12 ein g € K[z]| sodass pr(z) =
9(T) * DTy (). Also ist

Pr(T)(®) = 9(T) - P11y (T)(0) = 9(T) (priye (1)) = 9(T)(0V) = O
Da v # 0 beliebig war, beendet dies den Beweis. O]
Korollar 5.5.13. FirT € End(V) und A € K sind die folgenden Aussagen dquivalent:
1. X ist ein Eigenwert von T
2. X\ ist eine Nullstelle von pr.
3. X ist eine Nullstelle von Mr.

Beweis. Wir wissen bereits aus Abschnitt 5.3, dass (1) und (2) quivalent sind. Erinnern
Sie sich (Korollar 1.4.15), dass fiir ein Polynom ¢ € K|[z] gilt:

A ist eine Nullstelle von ¢ <= (z — \) | ¢.

Da das Minimalpolynom My das charakteristische Polynom pp teilt und Teilbarkeit
eine transitive Relation ist, folgt (3)=(2). Nehmen wir jetzt (1) an und sei v € V' ein
Eigenvektor zum Eigenwert A\. Wenn wir Mp als My = by+- - - +bg_12% "' +2? schreiben,

so gilt

Oy = Mp(T)(v) = boIdy (v) + b T(v) + - - + T4)
gbov+bl)\v+---+)\dv
= (bo+ b A+ -+ Ao = Mp(Mv.
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Da v # 0, folgt Mz(\) =0, was (1) = (3) zeigt. O
Aus Korollar 5.5.13 folgt direkt das folgende Korollar:

Korollar 5.5.14. Falls pp(z) = £ [ (x — \)*% mit 1 < s;, wobei die \; paarweise

verschieden sind, dann existieren 1 < r; < s; mit Mp(x) = [[_y (@ — \o)".

Dieses Korollar ist hilfreich, wenn man das Minimalpolynom berechnen will, wie wir

in den nachsten Beispielen sehen werden.

11
Beispiel 5.5.15. Sei A = 1 1 |. Das charakteristische Polynom von A ist py =

4
(—=1)(z — 1)*(z —4), also ist entweder M4 = (x — 1)(x — 4) oder My = (x — 1)*(z — 4).

Man berechnet

Daher gilt My = (z — 1)*(z — 4).
Beispiel 5.5.16. Wir berechnen das Minimalpolynom fiir die Matrix

3 —1
A= 2
1 -1 2

Das charakteristische Polynom von A ist

pa = det 2 —=x :—(x—2)2(x—3),

also muss das Minimalpolynom entweder (z — 2)(z — 3) oder (z —2)?(z — 3) sein. Wenn
wir A in das Polynom (z — 2)(z — 3) einsetzen, erhalten wir die Nullmatrix. Also ist

das Minimalpolynom von A durch M4 = (x — 2)(xz — 3) gegeben.
Ubung 5.5.17. Sei B eine Basis von V. Zeigen Sie, dass My = Mgy,

Beispiel 5.5.18. Wir betrachten die Ableitung von Polynomen vom Grad < n als eine

Abbildung
D : R[z], — R[z],
p—yp.
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Beziiglich der Standardbasis B = (1,...,2") ist

und daher ist pp = pip), = (—=1)"T2"™ und Mp = 2" firein 1 < r < n+ 1. Da
Dr(z")=nn—1)---(n—r+1)z"" #0 fir 0 <r <n, folgt, dass r = n + 1 und

somit Mp = z"*+!.
Korollar 5.5.19. pp teilt M3, wobei n = dim V.

Wir geben einen ,,echten Beweis iiber C und eine Beweisskizze fiir den Fall eines

beliebigen Korpers K.

Beweis im Fall K = C. Uber C wissen wir, dass py in Linearfaktoren zerfillt, also

(ZE — )\Z‘)Si,
1

Y4
degpr =n und pr=(-1)"

7

wobei A, ..., Ay die paarweise verschiedenen Eigenwerte von 7" sind. Es gilt 1 <'s; < n
fiir alle s =1,...,¢. Aus Korollar 5.5.14 folgt

4
MT = H(.Z' - )\Jn mit 1 S T § Si.

=1

Daher teilt p; das Polynom M7 = Hle(:r — )" da s; < n < ryn fur alle i. O
Diesen Beweis kann man mit dem Begriff vom algebraischen Abschluss K von K
zu einem allgemeinen Korper verallgemeinern. Grob gesagt ist ein algebraischer Ab-
schluss K eines Korpers K ein Korper, der K enthélt und iiber dem jedes Polynom in
Linearfaktoren zerfallt®.
Eine Skizze des Beweises ist, pr und My als Polynome iiber K zu betrachten, wo
sie in Linearfaktoren zerfallen. Nun zeigt man, pr | M in K[z] wie im Beweis oben,

dann folgert man daraus, dass diese Teilbarkeit auch in K|z| gilt.

Ubung 5.5.20. Versuchen Sie, die Beweisskizze im Fall K = R zu einem richtigen

Beweis umzuformen (C ist der algebraische Abschluss von R).

8Dies ist dquivalent dazu, dass jedes Polynom eine Nullstelle in K hat.
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Beispiel 5.5.21. Allgemein ist n = dim V' die tiefste Potenz, sodass die Behauptung
pr | M} fir alle T € End(V) gilt. Zum Beispiel fir A = I,, ist p;, = (1 — x)™ aber
M;j, = (x — 1) (oder dhnlicherweise fiir 0 = Oy, (k) ist po = (—2)", My = ).

Fiir einzelne T' € End(V) kann pr | M} aber auch fir m < dim V' gelten. Wie wir
in den Beispielen 5.5.15 und 5.5.18 gesehen haben, kann auch Mp = £pr gelten® und

in diesem Fall ist py | M7 sogar fiir m = 1 erfiillt.

Falls Sie Ubung 5.5.7 fiir diagonalisierbare Endomorphismen gelést haben, kennen

Sie schon einen Beweis von einer Richtung der folgenden niitzlichen Aquivalenz:

Satz 5.5.22. Sei T' € End(V'). Dann gilt
T ist diagonalisierbar <= My zerfdllt in paarweise verschiedene Linearfaktoren.

Ubung 5.5.23 (Schr #hnlich zu 5.5.7). Beweisen Sie die Richtung ,,=*.

Wir werden die Richtung ,,<=* iiber C spéter mit Hilfe der Jordan-Normalform be-
weisen und falls wir genug Zeit haben, werden wir es auch allgemein beweisen.

Wir werden Satz 5.5.22 fiir die weitere Entwicklung der Theorie nicht verwenden,
bevor wir ihn bewiesen haben, aber Sie diirfen diesen Satz durchaus benutzen, wenn

Sie die Serien oder sonstige Aufgaben 16sen. Hier sind zwei Beispiele:

Beispiel 5.5.24. Die Matrix A von Beispiel 5.5.15 ist nicht diagonalisierbar, weil 1

eine mehrfache Nullstelle von M4 ist.

Beispiel 5.5.25. Die Ableitungsabbildung D von Beispiel 5.5.18 ist nicht diagonali-

sierbar fiir n > 1, da Mp = 2" *!.

Damit unsere Kollegen der numerischen Mathematik nicht auf uns warten miissen,
verschieben wir die Jordan-Normalform auf spéter und beginnen mit einem neuen Ka-

pitel.

9Ein anderes Beispiel wiire ein Endomorphismus mit n paarweise verschiedenen Eigenwerten, wobei
n=dimV.
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Changelog: Kapitel 5
e 19.02: Nummerierungen wurden gedndert.
e 21.02: Beispiel 5.2.10 wurde korrigiert.

e 24.02: In Definition 5.3.1 wird der Eigenraum nun fiir beliebige A € K und nicht

nur fiir Eigenwerte definiert.
e 24.02: In Definition 5.3.5 wurde n € N zu n € N korrigiert.
e 24.02: In Lemma 5.3.6 (2) wurde a,, = (=1)""! zu a,, = (—1)" korrigiert.

e 24.02: In der letzten Gleichung vom Beweis von Lemma 5.3.6 wurde ein Tippfehler

korrigiert.

e 24.02: In Proposition 5.3.17 wurde die die Bedingung, dass die U; endlich-dimensional

sind, hinzugefiigt und (3) wurde korrigiert.

e 24.02: Der Verweis fiir die Wohldefiniertheit von Definition 5.3.8 wurde von Lem-
ma 5.3.6 (5) zu Lemma 5.3.6 (6) korrigiert.

e 26.02: In Beispiel 5.3.24 wurde das charakteristische Polynom zu (A — )" korri-
giert.

e 28.02: In Beispiel 5.3.11 wurde der Verweis von Lemma 5.3.6 (5) zu Lemma 5.3.6
(2) korrigiert.

e 28.02: Der Beweis von Lemma 5.3.32 wurde korrigiert und umformuliert.

e 01.03: In Lemma 5.3.6 (5) wurde hinzugefiigt, dass die B; quadratische Matrizen

sind.

e 01.03: In Korollar 5.3.20 wurde Hom(V) zu End(V) und , Eigenvektoren“ zu

,Eigenwerte* korrigiert.
e 01.03: In Abschnitt 5.3.2 wurde Eig, (T') zu Eig;(A;) korrigiert.
e 01.03: Die Formulierung von Definition 5.3.31 wurde korrigiert.
e 05.03: Im ersten Beweis von Lemma 5.3.3 (3) wurde spezifiziert, dass v # 0.

e 05.03: Im Beweis von Lemma 5.5.1 direkt unterhalb von (5.25) wurde T zu

T%Jy korrigiert.

e 05.03: Im Beweis der Implikation (4)=-(3) von Proposition 5.3.17 wurde der letzte
Satz von ,,Dies zeigt (4).“ zu ,,Dies zeigt (3). gedndert.
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e 05.03: Im Beweis von Lemma 5.3.32 wurde pr(z) = (A — )" - pr(x) zu pr(z) =
(A —2)" - po(z) korrigiert.

e 05.03: In Beispiel 5.3.33 wurde m,(A,2) = 2 zu m,(A, 1) = 2 korrigiert.

e 05.03: In Bemerkung 5.3.34 wurde my(T,\) = mq(T,\) = 0 zu my(T,\) =
maq (T, \) = 0 korrigiert.

e 05.03: In Beispiel 5.4.11 wurde C = (ex + Vi,e3+ V) zu C = (ex + Vi,e3 + V1)

korrigiert.

e 06.03: Der Beweis der Implikation (2)—(3) von Proposition 5.3.17 wurde umfor-

muliert.

e 06.03: Im Beweis von Satz 5.3.41 wurden einige Indizes geéindert und eine Stelle

wurde umformuliert.

e (06.03: In Korollar 5.5.14 und im Beweis von Korollar 5.5.19 wurde das Vorzeichen

vom charakteristischen Polynom korrigiert.

e 09.03: Im Beweis von Lemma 5.5.11 wurden die b; zu 3; gedndert und einige der

a; ZU .

e 15.03: Im Beweis von Satz 5.4.5 wurde ein Verweis von Ubung 5.4.10 zu Propo-
sition 5.4.4 korrigiert und ein Verweis zu Ubung 5.4.10 (d) prizisiert. Ausserdem
wurde an einer Stelle [ (A — x;) zu [[\_, (N — x) korrigiert.

e 16.03: Das Wort triagonalisierbar wurde zu trigonalisierbar korrigiert (alle ande-

ren Formen des Worts wurden natiirlich auch angepasst).

e 18.03: In der letzten Zeile des Beweises von Lemma 5.5.12 wurde pry,1, 20 7y

und pry, zu pry, korrigiert.
e 21.03: In Beispiel 5.5.18 wurde (n — ) zu (n — r + 1) korrigiert.
e 14.06: In Korollar 5.3.20 wurde A\q,..., A\, € V zu A\, ..., \, € K korrigiert.

e 14.06: In der letzten Gleichung des Beweises von Satz 5.3.41 wurde der Index der

zweiten direkten Summe von ¢ zu j korrigiert.

e 19.06: In Korollar 5.5.14 wurde hinzugefiigt, dass die \; paarweise verschieden

sein miissen.
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Euklidische und unitare Vektorraume

Ich habe mir lange iiberlegt, ob ich euklidische und unitére Vektorraume getrennt
oder zusammen unterrichten mochte. Ich habe mich dann fiir zusammen entschieden

und ich werde deshalb folgende Notation benutzen:

Notation. Jeder Teil in diesem Kapitel kommt mit einer der folgenden Markierungen,

welche wie folgt zu interpretieren sind:

R — Dies betrifft euklidische Vektorraume.
C — Dies betrifft unitére Vektorraume.
F — Dies ist relevant fiir euklidische und unitére Vektorrdume.
K — Dies gilt fiir allgemeine Korper.
RoC - Dies betrifft Interaktionen zwischen euklidischen und unitéren
Vektorraumen.
A — Dies sind allgemeine Dinge.

Falls wir es nicht vergessen zu dndern, so ist immer das zuletzt erschienene Symbol

relevant.

In der modernen Mathematik ist es {iblich, Strukturen zu Objekten hinzuzufiigen
oder zu entfernen, mit dem Ziel, die untersuchten Objekte am Schluss besser zu verste-
hen. Wenn wir Vektorrdume iiber R oder C betrachten, haben Sie vielleicht bemerkt,
dass wir abgesehen von ein bisschen geometrischer Intuition keine ,,geometrischen” Ar-
gumente verwendet haben. Da Vektorrdume iiber R und C sehr zentral fiir die Naturwis-
senschaften sind, werden wir uns in den néchsten zwei Kapiteln auf diese fokussieren.
Mann kann diese Vektorrdume mit einer zusédtzlichen Struktur versehen, welche uns
erlauben wird, auf die Geometrie dieser Raume zuzugreifen.

Wir mochten natiirlich nur so viel zuséatzliche Struktur wie nétig einfithren, um
die geometrischen Begriffe zu beschreiben, fiir die wir uns interessieren. Dies fiihrt zur

Definition eines Innenproduktraums. Fast alle geometrischen Begriffe in R? oder R3, wie
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Winkel, Projektionen, Parallelverschiebung, Rotation, kénnen wir mithilfe des inneren
Produkts/Skalarprodukts (fiir uns Synonyme) beschreiben.

Obwohl die Definition von Innenproduktrdumen von der Betrachtung von Vektorrau-
men iiber R und C stammt, kénnte man durchaus auch solche Produkte (oder Varianten
davon) tiber anderen Koérpern anschauen. Ein Beispiel dafiir wéire unser Rétsel (Anhang
A) oder die Untersuchung von quadratischen Formen in der Zahlentheorie (welche iiber
dem Korper Q und seinen zahlreichen Abschliissen und Erweiterungen stattfindet!).

Vorsicht: In der Literatur und in der Praxis gibt es viele verschiedene Konventionen
beziiglich der Namen der verschiedenen Strukturen, die wir in diesem Kapitel definieren

(z.B. was die Definition von Skalarprodukt, inneres Produkt, Punktprodukt ist).

6.1 Viele Definitionen

Definition 6.1.1. Sei V' ein Vektorraum iiber R. Ein Skalarprodukt /inneres Produkt
auf V' ist eine Funktion (,) : V x V — R, sodass

(1) (Linear in der ersten Variable) Fiir alle v, vy, v9,w € V und o € R ist

(v1 + vo, w) = (v1,w) + (v, W),

(v, w) = a{v,w) .
(2) (Linear in der zweiten Variable) Fiir alle v, wq, wy, w € V und o € R ist

(v, w1 + we) = (v, wy) + (v, W),
(v, aw) = a (v,w) .
(3) (Symmetrisch) Fiir alle v,w € V ist (v, w) = (w,v).
(4) (Positiv definit) Fiir alle 0 # v € V ist (v,v) > 0.

Wir nennen einen Vektorraum iiber R zusammen mit einem Skalarprodukt einen eu-

klidischen Vektorraum.

Bemerkung 6.1.2. (a) Eigenschaft (2) folgt aus den Eigenschaften (1) und (3).

(b) Fiir allgemeine Korper K macht (4) keinen Sinn, da nicht alle Kérper (z.B. C)
einen Begriff von Positivitat haben. Diejenigen Korper, in denen man Positivitat

definieren kann, heissen geordnete Kdérper, siehe hier.

!Der interessierte Leser kann schon jetzt in einem meiner Lieblingsbiicher [6] dariiber lesen.
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(c) Eine Funktion, die (1) und (2) (bzw. (1), (2) und (3)) erfiillt, heisst Bilinearform
(bzw. symmetrische Bilinearform).

Die Axiome (1), (2) und (3) machen auch Sinn iiber einem allgemeinen Kérper.

Wir werden Bilinearformen iiber allgemeinen Korpern spéater betrachten.

(d) Es folgt aus (1) und (2), dass (0,v) = (v,0) = 0 fiir alle v € V. Somit ist (4)

aquivalent zu

Vv € V' (v,v) > 0, mit Gleichheit genau dann, wenn v = 0.

(e) Einige Autoren verlangen in der Definition eines euklidischen Vektorraums, dass
dieser endlich-dimensional ist. Bei uns ist das nicht so. Ausserdem bezeichnet ein
euklidischer Raum ein dhnliches, aber anderes Objekt als ein euklidischer Vektor-
raum. Mysterids gesagt: Ein euklidischer Raum ist ein euklidischer Vektorraum,
der seinen Ursprung vergessen hat (Sie diirfen mich in der Nachbesprechung noch
danach fragen). Wir besprechen in dieser Vorlesung nur euklidische Vektorrdume
(auch wenn ich manchmal aus Versehen euklidischer Raum sagen oder schreiben

werde).

Wir kommen nun zur Definition vom Skalarprodukt auf komplexen Vektorrdumen.
Wir haben die Stellen, an denen sich die Definition von Definition 6.1.1 unterscheidet,

rot markiert, damit Sie die Gemeinsamkeiten und Unterschiede genau erkennen koénnen.

Definition 6.1.3. Sei V' ein Vektorraum iiber C. Ein Skalarprodukt/inneres Produkt
auf V' ist eine Funktion (,) : V x V — C, sodass

(1) (Linear in der ersten Variable) Fiir alle v, v1,v9,w € V und a € C ist

(v1 + vo, w) = (v, w) + (v, W),

(aw,w) = a(v,w) .

(2) (Semi-Linear in der zweiten Variable) Fiir alle v, wy, we,w € V und a € C ist

(v, w1 + we) = (v, w1) + (v, wa),

(v, 0w) =@ (v,w) .

(3) (Hermitesch) Fiir alle v,w € V ist (v, w) = (w,v).
(4) (Positiv definit) Fiir alle 0 # v € V ist (v,v) > 0.

Wir nennen einen Vektorraum iiber C zusammen mit einem Skalarprodukt einen wuni-

taren Vektorraum.
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Bemerkung 6.1.4. e Obwohl die Funktion (,) die Zielmenge C hat, gilt (v,v) € R
wegen (3). Daher kann man (4) verlangen. Im Allgemeinen verwenden wir die
folgende Konvention: Fiir z € C bedeutet z > 0, dass z € R und z > 0.

e (a) und (d) von Bemerkung 6.1.2 gelten wortwortlich auch hier.

e Eine Funktion, die (1) und (2) (bzw. (1), (2) und (3)) erfiillt, heisst Sesquilinear-

form? (bzw. hermitesche Form,).

e Kinige Autoren verlangen Linearitét in der zweiten Variable und Semi-Linearitét

in der ersten Variable.

R+ C Viele Aussagen iiber euklidische Vektorraume gelten wortwortlich oder mit kleinen
technischen* Anderungen auch fiir unitire Vektorrdume. Deshalb ist es niitzlich, eine
Notation und Begriffe fiir beide Typen von Vektorrdumen zu haben. Man koénnte sogar
beide Definitionen gemeinsam in einer Definition aufschreiben, wie wir gleich demon-
strieren werden.
Passen Sie aber auf! Es ist besser, separat iiber euklidische und unitire Vektorrdume

nachzudenken und einfach die Gemeinsamkeiten zu bemerken.

Notation. Wir verwenden in diesem Kapitel die Notation F € {R,C}, um zu sagen,
dass F = R oder F = C. Das heisst also, dass Definitionen, Sitze, usw. iiber F und
F-Vektorraume jeweils zwei Definitionen /Sétze gleichzeitig sind. Bemerken Sie hierbei,
dass Sie im Falle von F = R alle komplexen Konjugationen ignorieren konnen, da diese
auf R C C nichts machen. Wenn nichts anderes gesagt wird, meinen wir mit F immer,
dass entweder F = R oder F = C ist.

Mit dieser Notation erhalten wir eine sehr effiziente Art, das Skalarprodukt iiber R

und C gleichzeitig zu definieren:

F Definition 6.1.5. Sei F € {R,C} und sei V ein Vektorraum iiber F. Ein Skalar-
produkt /inneres Produkt auf V ist eine Funktion (,):V xV — F, sodass fiir alle
v,w,v,v9 €V und a € F gilt:

o Vui,v9,w €V (v1 + vg,w) = (v, w) + (v, w),

e Vo,w e VVaeF (av,w)=av,w),

e Vo,w eV (v,w) = (w,v),
e VoeV v#0 = (v,v) >0.

Wir nennen einen solchen Vektorraum auch Skalarporduktraum / Innenproduktraum. Das
heisst, ein Skalarproduktraum /Innenproduktraum ist ein euklidischer Vektorraum (falls
F = R) oder ein unitérer Vektorraum (falls F = C).

2 sesqui-* bedeutet soviel wie eineinhalb.
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Wir zeigen nun einige grundlegende direkte Folgerungen aus der Definition des Ska-

larprodukts:

Lemma 6.1.6. Se: V' ein Skalarproduktraum tiber F.

(1) Fir allev eV ist (0,v) = (v,0) = 0.

(2) Fiirw €V gilt: Falls (v,w) =0 Yv € V, dann ist w = 0.

(3) Fiir wy,wy € V gilt: Falls (v,wy) = (v,we) Yv € V, dann ist wy = ws.

Beweis. Wir geben einige Hinweise und iiberlassen den Rest den Lesern.
(1): (0,v) = (0 + 0,v). (2): Insbesondere ist (w,w) = 0.
(3): (v,wr) = (v, wy) <= (v,w; —wsy) = 0. O

Definition 6.1.7. Sei (V, (,)) ein Skalarproduktraum tiber F. Die induzierte Norm ist

die Funktion
[V = Rxg

v = £/ (v,0).
Ein Vektor v € V heisst Einheitsvektor oder normiert, falls |[v|| = 1. Fir v,w € V

definieren wir die Distanz zwischen v und w als d(v, w) := ||v — w|| = ||w — v||.

Beispiel 6.1.8. Falls v # 0, dann ist w := = - v ein Einheitsvektor, der in ,dieselbe

Ell
Richtung®* wie v zeigt.

Die néchste Proposition zeigt, dass der Satz des Pythagoras auf beliebige Skalarpro-

duktraume verallgemeinert werden kann.

Proposition 6.1.9 (Pythagoras). Sei V' ein Skalarproduktraum mait der induzierten

Norm ||-|| und seien u,v € V- mit uLlv. Dann gilt

2 2 2
[+ 0[] = {lul]” + [|v]]

2 ulv

Beweis. ||u + vH2 =(u+v,u+v)= HuH2 + (u,v) + (v,u) + ||v| HuH2 + HvH2 O

Ubung 6.1.10.

(1) Zeigen Sie, dass in euklidischen Vektorraumen V' gilt:

vo,weV  (v,w) =2 (o +wl® = [o]” ~ [lw]) .

N | —

(2) Zeigen Sie, dass in unitdren Vektorrdumen W gilt:

Yo,w e W (v,w) == (v+wl® — v —wl* +ifv+iw]® —i|v—daw|]).

o |
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Definition 6.1.11. |Orthogonalitéit] Zwei Vektoren v, w in einem Skalarproduktraum
V heissen orthogonal (senkrecht) oder orthogonal zueinander, falls (v, w) = 0. Eine Teil-
menge S C V heisst Orthogonalsystem, falls die Elemente von S paarweise orthogonal

zueinander sind und 0 ¢ S. In Formeln ausgedriickt, heisst das:
Vowe S v#w= (v,w)=0 und YveS v#0.

Wir schreiben v Lw falls (v, w) = 0. Fiir Teilmengen S, T C V schreiben wir S_LT
falls s Lt fiir alle s € S, t € T. Letztlich ist v LS definiert als {v} LS.
Ein orthogonales System S heisst orthonormal (oder Orthonormalsystem), falls alle

Elemente von S normiert sind. In Formeln: Vv € S |jv]| = 1.

Bemerkung 6.1.12. Da jeder Korper ein Nullelement enthilt, kénnte man die Definition

vLw auch fiir Bilinearformen iiber einem allgemeinen Korper formulieren.

6.2 Viele Beispiele

Beispiel 6.2.1 (Haupt-Beispiel). Wir denken an K™ als K§,,,, und identifizieren M, (K)
mit K. Das Standard-Skalarprodukt auf R™ ist

(,):R"xR* 5 R
T

(v,w) = (v,w) :=v'w

(6.1)

und (R™, (,)) heisst der standard euklidische Vektorraum. Konkret heisst das also

U1

Die induzierte Norm ist : =

Up
Ahnlich nennt man
(,):C"xC"—=C

(v,w) — (v,w) = (6.2)

Tw

das Standard-Skalarprodukt auf C" und (C", (,)) heisst der standard unitdire Vektor-

raum. Konkret ist
U1 w1 n
< S P I > = Z ViW;.

=1
Un, Wn,
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U1

Die induzierte Norm ist : = Zviv_i = Z |v;]2. Auf C = C! entspricht
. i=1 i=1
diese Norm genau dem Absolutbetrag, also ||z]| = |z|.

Bemerkung 6.2.2. Bemerken Sie, dass die Einschrankung des Skalarprodukts (6.2) auf
R™ x R™ genau das Skalarprodukt (6.1) ergibt.

Wir kénnten also auch nur das Skalarprodukt (6.2) definieren, oder noch verwirren-
der, wir konnten das Skalarprodukt auf F™ definieren, wobei F entweder R oder C ist,

als
(,):F"xF* - F

(v,w) — v1w,

was in beiden Fillen das oben definierte Skalarprodukt gibt (da @ = a fiir a € R).
Der Leser sollte die Gemeinsamkeit sehen, aber auch separat iiber diese Vektorrdume

nachdenken.

Beispiel 6.2.3. Sowohl in R" als auch in C” ist die Standard-Basis ein Orthonormal-

system.

1 1
Beispiel 6.2.4. In F? haben wir zum Beispiel, dass <1> 1 ( 1), also ist

{0 ()

ein Orthogonalsystem. Allerdings sind ) und keine Einheitsvektoren, weil

O1-1C) *

7 . sind hingegen Einheitsvektoren und somit ist
1 (1 1 1
T=<{— , —=
{ﬁ <1> V2 <—1>}

Beispiel 6.2.5. Die Vektorrdume R? und R? (natiirlich ausgestattet mit dem jeweiligen

V2

1
' = \/5, somit ist S nicht orthonormal. Die Vektoren —= ) und

ein Orthonormalsystem.

Standard-Skalarprodukt) sollten IThre ,go-to* Beispiele sein: Das heisst, wann immer

Sie Thre Intuition testen/ neue Begriffe verstehen/ eine Aussage oder Konstruktion ,,in
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Aktion“ sehen méchten, sollten Sie zuerst versuchen, dies in R? und R? gut zu verstehen.
Der Grund dafiir ist, dass alle Begriffe und Definitionen in diesem Kapitel von unserer
Intuition in R? und R? entstammen.

Zum Beispiel werden wir spéater die orthogonale Projektion eines Vektors v auf einen

Vektor w definieren als Proj,, (v) := (%1@?)

w. Sie werden dies zuerst verwirrend finden,

0 1
aber wenn wir es in R? zeichnen, sagen wir fiir v = <1> und w = <1>, so wird es

schon klarer (und wenn Sie sich fragen, wieso man durch (w,w) teilt, ersetzen Sie w

durch cw, ¢ € R, und schauen Sie, was passiert).

Figur 6.1: Projektion von v auf w.

Beispiel 6.2.6. Sei U ein Untervektorraum von einem Skalarproduktraum (V/(,))
tiber F. Dann ist (U, (,) |yxy) auch ein Skalarproduktraum iiber F. Wir werden in
diesem Fall einfach (U, (,)) statt (U, (,) |uxv) schreiben.

Wir wollen alle Skalarprodukte auf F™ verstehen. Dafiir miissen wir zwei zentrale
Begriffe einfiihren, welche eine wichtige Rolle spielen werden, wenn wir spéter lineare
Abbildungen, die die euklidische (bzw. unitére) Struktur erhalten, betrachten. Einer
dieser Begriffe ist der folgende:

Definition 6.2.7. Eine Matrix A € M, ,(R) heisst symmetrisch, falls AT = A.

Definition 6.2.8. Fiir eine Matrix A = (a;;)ij € Myxn(C) ist A= (@ij)ij € Mpxn(C).

Definition 6.2.9. Eine Matrix A € M, (C) heisst hermitesch, falls AT = A (oder
aquivalent dazu, A= A). Die Matrix A" ist die adjungierte Matriz von A und wird
auch mit A” oder A* bezeichnet. Andere Namen sind hermitesch transponierte Matrix

oder transponiert-konjugierte Matriz.

Wir werden noch viel tiber symmetrische/hermitesche Matrizen, ihre Eigenwerte

und Eigenvektoren, sowie ihre Rolle als Transformationen auf Skalarproduktriumen
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sprechen. Zunéachst erkldren wir aber erst mal, wie wir aus diesen Matrizen bilineare
(bzw. sesquilineare) symmetrische (bzw. hermitesche) Formen erhalten und aus einigen

(den positiv definiten, was wir spater definieren) sogar Skalarprodukte.

Beispiel 6.2.10 (Skalarprodukte auf R"). Fiir eine quadratische Matrix A € M., (R)
erfiillt die Abbildung

(), R*"xR" 5> R
(v, w) = (v,w) , = v Aw
die Bedingungen (1) und (2) aus Definition 6.1.1 (d.h. (,), ist eine Biliearform). Wir

haben zum Beispiel

X1 T 1 2 To
; = <$1 y1> = 102 + 221Y2 + 322y1 + 4y1Y2.
(0 Y2 L2 3 4] \y
3 4

Das Produkt (), ist genau dann symmetrisch (d.h. es erfiillt auch (3) von Definition
6.1.1), wenn A symmetrisch ist.

Im Allgemeinen erfiillt dieses Produkt die Bedingung (4) von Definition 6.1.1 nicht:

1
Zum Beispiel fir A = gilt o , 2 = 1122 — y1y2 und daher kann
—1 n Y2 A

T T .
, = 22 — y? durchaus auch negative Werte annehmen.

v) \v)/,

Definition 6.2.11. Eine symmetrische Matrix A € M,,,(R) heisst positiv definit, falls
v Av > 0 fiir alle 0 # v € R™.

Aus dieser Definition folgt: Das Produkt (,), ist ein Skalarprodukt (und somit
(R™,(,)4) ein euklidischer Vektorraum) genau dann, wenn A symmetrisch und positiv

definit ist. Wir werden positiv definite Matrizen spéter charakterisieren.

3]
Beispiel 6.2.12. Diagonale Matrizen D = mit a; > 0 fiir alle ¢ sind

an
positiv definit, da

(V,0) p = ayv] + -+ + a,v2.

Es gibt aber noch viele weitere positiv definite Matrizen.

Ubung 6.2.13. Zeigen Sie folgende Aquivalenz fiir symmetrische Matrizen:

b
A= (Z > € Msyo(R) ist positiv definit <= a > 0 und |A| > 0.
c
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Es ist hochste Zeit, ein Worterbuch fiir euklidische und unitére Vektorraume einzu-

fihren:

R C
euklidischer VR | unitarer VR
bilinear sesquilinear
symmetrisch hermitesch

positiv definit | positiv definit

(w,v) = (v,w) | (w,v) = (v,w)
Mit diesem Worterbuch konnen Sie Beispiel 6.2.10 iibersetzen. Insbesondere gilt fiir
A € M,x,(C) und das Produkt (,), : C* x C* — C folgendes:
(a) (,)4 ist sesquilinear.

(b) (,) 4 erfiillt (3) von Def 6.1.3 <= A ist hermitesch.

(c) (,), ist ein Skalarprodukt (und somit ist (C", (,) ,) ein unitédrer Vektorraum) <=
A ist hermitesch und positiv definit.

Der Vollstandigkeit halber geben wir die Definition von Positiv-Definitheit einer
hermiteschen Matrix an, obwohl sie ganz analog ist: Eine hermitesche Matrix A heisst
positiv definit, falls vT Av > 0 fiir alle 0 # v € C".

Ubung 6.2.13 gilt sogar auch fiir hermitesche 2 x 2-Matrizen. Wenn wir zum Beispiel

A= _ ; betrachten, so ist (C?%,(,)) ein unitdrer Vektorraum (da 1 > 0 und
—i

|A] = 2 —i(—i) = 1 > 0), was bereits nicht allzu einfach gewesen wére, direkt zu

iiberpriifen.

Die Beweise der Aussagen in diesen Beispielen sind nicht allzu schwierig und wir
empfehlen dem Leser, diese alleine zu machen. Wir geben unten zwei Beweise der
schwierigsten Stelle, ndmlich zu zeigen, dass (,), die Bedingung (3) von Definition
6.1.3 erfiillt falls A hermitesch ist (fiir F = C) bzw., dass (,), die Bedingung (3) von
Definition 6.1.1 erfiillt falls A symmetrisch ist (fiir F = R).

Da komplexe Konjugation auf R nichts macht, kénnen wir den Beweis nur einmal

mit der niitzlichen Notation F € {R, C} fithren. Wir geben zwei Beweise.
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01 w1
Direkter Beweis von (b). Sei A = (a;j)1<ij<n € Mpxn(F)undv = | | ,w = €
Un, Wy,
F". Es gilt
> a1, -
(v,w) , = v Aw =" : = E E a;;0;W;.
Z — =1 j5=1
j AnjW;
Ahnlich gilt
n n n n n n
_ _ Summe _
<U},U>A = E E aijwivj = E E aijwivj = E E aijwivj
Reihenfolge
i=1 j=1 =1 j=1 7j=1 =1
n n n n
Namen _ —
== E E ajiwjvi = E E ijﬂ)iwj‘.
i3]
i=1 j=1 i=1 j=1

Wir sehen also, dass (v, w), = (w,v) 4, fiir alle v,w € F" (also (3) von Definition 6.1.3
bzw. 6.1.1) genau dann gilt, wenn a;; = aj; fiir alle 4,7, d.h. genau dann, wenn A
hermitesch (falls F = C) bzw. symmetrisch (falls F = R) ist. O

Dies war ein direkter Beweis, und es wird dem Leser empfohlen, selbst in der Lage zu
sein, eine solche ,immer der Nase nach“-Berechnung selbst auszufiihren. Hier ist noch
ein weniger direkter Beweis, welcher nur verwendet, dass die Transposition in M (IF)

nichts macht.

Indirekter Beweis von (b). Einerseits gilt
(v,w) , = v Aw Taaps (UTA@)T = Alw.

Andererseits ist

(w,v) , = wT Av = W' Av.
Die beiden sind gleich fiir alle v, w genau dann, wenn A = AT, O

Der Leser sollte folgendes bemerken: Alle geometrischen Begriffe, die wir bisher de-
finiert haben, und auch die, die wir noch definieren werden, héngen vom Skalarprodukt

ab. Zum Beispiel haben wir gesehen, dass Matrizen der Form

ai

D = ya; >0 fire=1,...,n,
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positiv definit sind, da ||v||3, := Y27, a;|v;|*. Die ,Einheitssphire” in F* beziiglich || -|| ,,

S" = {v e " | Zai\vf = 1}

definiert ist, ist im Fall F = R ein Ellipsoid aus Sicht der iiblichen Geometrie auf R”.

welche als

Beispiel 6.2.14. Orthogonalitdt hangt auch vom Skalarprodukt ab. Zum Beispiel ist
1\ (1 0
0) \1 ( 1 —1) o

1 1
also sind <O> und <1> orthogonal zueinander in (IFQ, (, >( 1 _1)). Wir konnten also
2102

sagen, dass () < 1 _1> eine andere Geometrie auf F? beschreibt.
12

Beispiel 6.2.15. Seien a,b € R mit a < b. Sei V' = I[a,b] der R-Vektorraum aller

Riemann-integrierbaren Funktionen auf [a, b]. Sei

():VxV-SR
(f.9) = (f.9) = [ f(a)g(x)da.

Dies definiert ein Produkt, welches (1), (2) und (3) aus Definition 6.1.1 erfiillt, aber
nicht (4). Der Grund ist, dass es integrierbare Funktionen f auf [a, b] gibt, die nicht die
Nullfunktion sind, fiir die aber trotzdem (f, f) = fab f2(x)dx = 0 gilt.

Wenn wir das gleiche Produkt hingegen auf dem Vektorraum Cla, b] aller stetigen
Funktionen f : [a,b] — R anschauen, so ist auch (4) erfillt (da fiir stetige f gilt:
fab f2(z)dr =0 < f =0). Somit ist also (Cla,b],(,)) ein euklidischer Vektorraum.

Wir konnen dieses Skalarprodukt auch noch gewichten. Sei ¢ : [a,b] — Ry¢ eine

positive Funktion auf [a,b]. Dann ist

(), : VXV =R
(f.9) = (f.9), = [} f(@)g(z)p(x)dz

ein weiteres Skalarprodukt auf C/[a, b]. Die Positivitét von ¢ wird verlangt, damit <’>s0
(4) erfiillt, also positiv definit ist.

Bemerkung 6.2.16. Falls Sie Stetigkeit und Integrabilitdt von Funktionen auf C schon

kennen, dann ist beispielsweise

C(B):={f:B— C| f stetig },
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wobei B = B(zg,7) = {z € C | |z — 29| < r} fiir ein 2y € C, ein unitérer Vektorraum
mit dem Produkt

(,): C(B)x C(B) = C

Wenn wir zuriick zu C/[a, b] gehen, sehen wir, dass fiir eine Funktion f € Cla, b] gilt:

b
fll < flcfiralleceR < / f(x)dx =0,

wobei wir hier ¢ € R mit der konstanten Funktion mit Wert ¢ identifizieren. Also ist
zum Beispiel sin(z) € C[—m, 7| eine Funktion, die diese Bedingungen erfiillt.

Als ein anderes Beispiel mochten wir an dieser Stelle erwdhnen, dass die ganze Theo-
rie der Fourier-Reihen (welche im Fach MMP I im dritten Semester eine wichtige Rolle

spielen werden) auf dem folgenden Fakt basiert:

Ubung 6.2.17. Zeigen Sie, dass
S = {sin(nz) | n € N} U{cos(mz) | m € {0} UN} C C[—m, 7]

ein Orthogonalsystem ist.

Wir schauen uns noch ein letztes Beispiel an, bevor wir mit dem néchsten Abschnitt

starten.

Beispiel 6.2.18 (Frobenius® Skalarprodukt). Sei V' = M, (F). Das Produkt

(Vop VXV =T
(A, B) = (A, B)p,y, = spur (A" B)

heisst das Frobenius Skalarprodukt.

Ubung 6.2.19. Zeigen Sie, dass (, )pyop 10t der Tat ein Skalarprodukt auf M, ., (F) ist.

6.3 Normen und Winkel

Sei (V, (,)) ein Skalarproduktraum tiber F. Wir haben die induzierte Norm definiert
als ||v]| := /(v,v). Es gibt aber auch eine offizielle Definition, wann eine Funktion
V' — F Norm genannt werden darf:

Definition 6.3.1. Sei V ein Vektorraum iiber F. Eine Funktion ||-|| : V' — Rs( heisst

eine Norm-Funktion (oder einfach Norm), falls

3Georg Frobenius, Vater der Darstellungstheorie.
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(1) |lu+ vl < lul| + [jv]| fir alle uw,v € V.
(2) |lew|| = || ||v|| fir alle v € V, a € F.
3) |lv]l=0 = v=0firaleveV.

Bemerkung 6.3.2. In (3) hétten wir natiirlich auch <= schreiben koénnen, denn die
Richtung <= folgt aus (2) mit a = 0.

Ubung 6.3.3. Sei (V, (,)) ein Skalarproduktraum. Zeigen Sie, dass die induzierte Norm
die Eigenschaften (2) und (3) aus Definition 6.3.1 hat. Eigenschaft (1) gilt auch, aber
dies ist weniger direkt zu zeigen. Wir brauchen dafiir eine grundlegende Tatsache, die

wir in diesem Abschnitt besprechen: Die Cauchy-Schwarz Ungleichung.

Eine andere Motivation fiir die Cauchy-Schwarz Ungleichung ist die Verallgemeine-

rung vom Begriff eines Winkels zwischen zwei Vektoren:

Ubung 6.3.4. Wir betrachten (R?, (,)) mit dem Standard-Skalarprodukt. Seien u, v €
R? zwei linear unabhingige Vektoren. Man kann geometrisch herleiten, dass der Winkel
¢ zwischen v und v die Gleichung

cosp = (u,v) {(u,v)

lull ol /s, u) /(v v)

erfiillt und somit gegeben ist durch

= arccos {u, v) ) 6.3
? (w(u,u)«(v,v)) (6.3)

Insbesondere gilt

1< <u’<§>’ ”><U’U> <1 (6.4)

Versuchen Sie, dies geometrisch zu zeigen (z.B. mit dem Cosinussatz).

Wir mochten gerne den Begriff eines Winkels zwischen zwei Vektoren fiir allge-
meine euklidische Vektorrdume durch (6.3) definieren. Damit das Sinn macht, miissen
wir zeigen, dass (6.4) fiir allgemeine euklidische Vektorraume gilt. Dies ist genau die
Cauchy-Schwarz Ungleichung.

Winkel werden wir nur fiir euklidische Vektorraume definieren konnen. Der Grund
ist, dass in einem unitdren Vektorraum (u,v) im Allgemeinen eine komplexe Zahl ist
und (6.3) somit keinen Sinn macht.

Dies gibt hoffentlich genug Motivation fiir den folgenden Satz:
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Satz 6.3.5 (Cauchy-Schwarz Ungleichung). Sei (V, (,)) ein Skalarproduktraum tiber F

und sei ||-|| die induzierte Norm. Fir alle u,v € V' gilt

| (s, v) | < ull lv]]- (6.5)
Gleichheit gilt genau dann, wenn u und v linear abhdngig sind.

Ubung 6.3.6. Zeigen Sie, dass fiir zwei Vektoren u, v eines euklidischen Vektorraums
(6.4) und (6.5) dquivalent sind.

Beweis von Satz 6.3.5. Falls v = 0, sind beide Seiten von (6.5) Null und es gibt nichts
zu beweisen. In diesem Fall gilt Gleichheit in (6.5) und {u,v} ist in der Tat linear
abhangig.

Sei also v # 0. Um Skalarprodukte der Form (u,v), (u,u) und (v,v) zu verbinden,

betrachten wir fiir jedes ¢ € F die Aussage
0<|lu—cvl|> = (u—cv,u—cv) = (u,u) —c(v,u) —¢(u,v) + ce(v,v). (6.6)

Machen wir jetzt eine ,,Intuition-Pause*. Man kdnnte sich iiberlegen, wann die Aussage
in (6.6) ,am Stérksten® ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn ||u — cvl|| am kleinsten ist.
Zum Beispiel, wenn F = R, dann ist (6.6), als Funktion von ¢ betrachtet, eine Parabel,

die ein Minimum bei ¢y = % hat. Man konnte es auch ,,geometrisch® betrachten:

Figur 6.2: Bei cpv wird der Abstand zu « minimiert.

Zum Beispiel kann man in R? mit dem Standard-Skalarprodukt berechnen, dass
(u,v)

(v
u,v)
V)

und setzen es in (6.6) ein. Mit ein bisschen Algebra bekommen wir

|u — cv|| am kleinsten ist, wenn ¢ = ¢y =

-~
~

Zuriick zum Beweis: Wir wéhlen ¢ = (hier benutzen wir die Annahme v # 0)

—~

| (u,v) |2 — ulf? - | (u, v) |2 (6.7)

(v, v) lol®

was dquivalent zur Cauchy-Schwarz Ungleichung ist.
Fiir v # 0 (der Fall v = 0 war oben) ist Gleichheit in (6.5) dquivalent zu Gleichheit

in (6.7), was wiederum &quivalent ist zu Gleichheit in (6.6) mit ¢ = Ezzi und somit zu

0 < (u,u) —

Hu — E:Z;UH = 0. Dies impliziert u© = cv und zeigt lineare Abhéngigkeit von u und wv.
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Fiir die andere Richtung, falls u, v linear abhéngig sind, dann ist u = cv fiir ein ¢ € R

(man kann zeigen, dass dann ¢ = EZZX ist). Dann kann man direkt iiberpriifen, dass
Gleichheit in (6.5) gilt. O
Korollar 6.3.7 (Dreiecksungleichung). Fir die induzierte Norm ||| auf einem Ska-

larproduktraum (V,(,)) gilt
lu+of] < lull + vl Vu,0 eV

und somit ist ||-|| in der Tat eine Norm gemdss Definition 6.3.1.
Beweis. Man zeigt direkt, dass
lu+v|” = (u+v,u+v) = (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,0)

2 2
= [[ull” + 2Re (u, v) + [|v]]

2 2
< ull” +2[ (u, v) | + [|v]]

%) 2 2
<l 4+ 2 flull - flofl + o]
= (lull + llvl)*.
Wenn wir nun auf beiden Seiten die Wurzel ziehen, folgt die Aussage. O]

Wie oben erklart, ermoglicht dies die Definition eines Winkels in jedem euklidischen

Vektorraum:

Definition 6.3.8. Sei (V, (,)) ein euklidischer Vektorraum. Der Winkel zwischen zwei
Vektoren u # 0 und v # 0 in V ist definiert als die eindeutige Zahl a € [0, 7], sodass

(u,v) < u v >
cos a = = : :
el ol Nl o]

Ubung 6.3.9. Wenden Sie die Cauchy-Schwarz Ungleichung und die Dreiecksunglei-

chung auf alle Beispiele von Skalarproduktraumen an, die wir in Abschnitt 6.2 gesehen
haben.
Zum Beispiel fir f, g € C|—m, 7] ergibt die Cauchy-Schwarz Ungleichung

</ f(z)*dx - / g(z)%dx

und die Dreiecksungleichung besagt, dass

\// ) +g(z 2da:<\//f 2dx+\// x)2dw

f(x)g(x)dx

‘ —T
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Bemerkung 6.3.10. Nicht alle Norm-Funktionen sind von einem Skalarprodukt indu-

ziert. Die folgende Aufgabe gibt mehr Informationen dazu (Teil (2) ist nicht einfach!).
Ubung 6.3.11. Sei (V, (,)) ein euklidischer Vektorraum und ||- || die induzierte Norm.

(1) Beweisen Sie, dass fiir alle v,w € V die Parallelogramm-Gleichung gilt:

lo +wl* + llv = w|® = 2 Jv]* + 2 flw]|.

(2) Sei W ein R-Vektorraum mit einer Norm || - ||. Zeigen Sie, dass || - || die Parallelogramm-
Gleichung erfiillt genau dann, wenn es ein Skalarprodukt auf W gibt, das die Norm

||-]| induziert.

Figur 6.3: Die Parallelogram-Gleichung.

6.4 Das Gram-Schmidt Verfahren

Erinnern Sie sich an die Definition von orthogonalen und orthonormalen Systemen
auf Seite 239.

Definition 6.4.1. Eine geordnete Basis B heisst orthogonale (bzw. orthonormale) Ba~

sis, falls B ein orthogonales (bzw. orthonormales) System ist.

6.4.1 Wieso sind orthogonale/orthonormale Systeme cool?
Mit solchen Systemen/Basen geht alles leicht:

Proposition 6.4.2. Sei V' ein Skalarproduktraum tber F und sei {vq,...,v,} ein or-

thogonales System. Falls v =Y, a;v;, dann sind die a; gegeben durch

1 — <vaj>
T (v, 0))

n n
Beweis. (v,v;) = <Z aiUz’,Uj> = Zaz‘ (vi, v7) = a; (v}, ;). H
i=1 i=1
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Falls {v1,...,v,} ein orthonormales System ist, sieht diese Proposition schéner aus:
n
v = Zaivi = a; = (v,v;) Vj=1,...,n.
i=1

Vielleicht sehen Sie noch nicht, wieso das so toll sein soll. Erinnern Sie sich, dass man
im Allgemeinen, wenn man fiir v € Sp(vy, ..., v;) C F" die Zahlen a4, ..., a; € F finden
will mit v = ), a,v;, man ein lineares Gleichungssystem mit n x k Variablen lésen muss.
Falls wir wissen, dass {v1,...,v;} ein Orthonormalsystem ist, miissen wir nur (v,v;)

fiir alle 7 berechnen.

Beispiel 6.4.3. Wir bemerken, dass die Standard-Basis &, = (e1,...,e,) C F" eine
orthonormale Basis beziiglich dem Standard-Skalarprodukt ist. Wenn wir Proposition

6.4.2 in diesem Fall tiberpriifen, sehen wir: Fiir jedes v = (vy,...,v,) € F" gilt in der
Tat

n

v = Z (v,e;)e;, da (v, e;) = v;.

=1

1 -1
Beispiel 6.4.4. Sei A = L 9 die Matrix von Beispiel 6.2.14. Wir haben gesehen,
1 1 , . 9 .
dass o] |1 eine orthogonale Basis von (F~, (,) ) ist.
Ein allgemeiner Vektor v = ¢ € F? kann also als

Aelol)
(-G,

geschrieben werden. In der Tat:

(),
)G,

<3><

1 1 -1 1
<v, > = (a,b) =a—b,
0 -1 2 0
A
1 1 1 -1 1
<< > ’ > - (170) - 17
0 0 -1 2 0
A
1 1 -1 1
<v, > = (a,b) =0,
1 -1 2 1
A
1 1 1 -1 1
s = (171) = 17
1 1 A -1 2 1
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1 1 1 1
und somit v = (a—b) (O) +b <1> . Die Berechnungen zeigen auch, dass ((O) , <1>>

sogar eine orthonormale Basis ist.

1

1
In diesem Beispiel wussten wir schon, dass ((O) , <1

>> linear unabhéngig ist.

1 1
Dies folgt aber auch aus der Tatsache, dass ((0) , <1>> ein Orthogonalsystem ist,
wie das folgende grundlegende Korollar zeigt:

Korollar 6.4.5. Wenn S = {vy,...,v,} ein Orthogonalsystem ist, dann ist S linear

unabhdngig.

Beweis. Falls ). a;u; = 0 ist, berechnen sich die a;’s laut Proposition 6.4.2 als

]

Falls Sie immer noch nicht von der Niitzlichkeit von Orthogonal- und Orthonormal-
systemen iiberzeugt sind, sollte dies Sie iiberzeugen:

Um eine Darstellungsmatrix zu berechnen, muss man im allgemeinen n verschiedene
lineare (n x n)-Gleichungssysteme lésen. Wenn wir aber eine orthogonale/orthonormale

Basis haben, ist alles viel leichter:

Proposition 6.4.6. Sei V,W Skalarproduktrdume tiber F, T : V. — W eine lineare
Abbildung, B = (v1,...,v,) eine beliebige Basis von V und C = (wy,...,w,) eine
orthonormale Basis von W. Sei (a;;);; = [T|5. Dann gilt a;; = (T (v;), w;).

Beweis. Die a;; sind durch T'(v;) = Z a;jw; definiert. Laut Proposition 6.4.2 gilt also

=1

ai; = (T'(v;), w;)

<Wenn C nur orthogonal ist, gilt a;; = <€g“l}“;’>> O

6.4.2 Gram-Schmidt Orthogonalisierungs-Algorithmus

Hoffentlich sind Sie nun iiberzeugt, dass es ziemlich niitzlich ist, eine orthogona-
le/orthonormale Basis zu finden. In der Anwendung ist es hilfreich, zu sehen, dass
wir viele solche Basen finden konnen, auch solche, die eine gegebene Basis auf einem
Untervektorraum erweitern. Genau dafiir haben wir den Gram-Schmidt Algorithmus.
Grob gesagt nimmt dieser eine beliebige Basis als Input und gibt uns eine orthogona-

le/orthonormale Basis als Output. Genauer gesagt haben wir den folgenden Satz:
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Satz 6.4.7 (Gram-Schmidt Algorithmus). Sei (V,(,)) ein n-dimensionaler Skalarpro-

duktraum dber F und sei (vq, ..., v,) eine beliebige geordnete Basis von V. Man definiert
die Vektoren wiq, ..., w, und e, ..., e, rekursiv als
wy ‘= Vq,
A (vj, w;)
Z D gy, j=2,...,m
wla wz

i=1
und e; ‘= mwz Es gilt
(1) (wy,...,wy,) ist eine Orthogonalbasis von V.
(2) (e1,...,ey,) ist eine Orthonormalbasis von V.

(8) Fiir alle 1 <1i <mn ist Sp(vy,...,v;) = Sp(wy, ..., w;) = Sp(eg, ..., €).

Korollar 6.4.8. Jeder endlich-dimensionale Skalarproduktraum hat eine orthonormale

Basis.

Bemerkung 6.4.9. Den Term Z (v, w >>wz- nennt man die orthogonale Projektion von
wl) wZ

vj auf W;_; := Sp(wy, ... ,w]_l). Man bezeichnet diesen Term auch als Projy, _, (v;).
Bevor wir den Satz beweisen, bemerken wir, dass die Rekursionsbedingung sehr

natirlich ist. Denken Sie an zwei Vektoren

(%
U1

Wie wiirden Sie diese benutzen, um (wy,ws) zu finden, die orthogonal sind und den
gleichen Spann haben? Die Idee ist, w; = v; zu wéhlen und dann vy zu , korrigieren*,

indem man die orthogonale Projektion auf v; verwendet:

wo = V2 — Prole (U2)

Nehmen wir jetzt noch einen dritten Vektor vz hinzu. Um eine orthogonale Basis
von Sp(wy, ws,v3) = Sp(vy,v2,v3) zu finden, benutzt man dieselbe Idee: w3 := v3 —

Projg,, soll orthogonal zu w; und ws sein und Sp(wy, we, w3) = Sp(wy, wa, v3).

w1,w2)
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U3

w3

Sp(wy)

Sp(w2)

Dies gibt uns drei orthogonale Vektoren (w;,ws,ws) mit dem gleichen Spann wie

(v1,v9,v3), wie gewiinscht. Falls man zusétzlich noch Einheitsvektoren haben moch-

— w1 . w2
= €9
1 Twill? ©2 * Thwell?

den Spann noch die Orthogonalitat.

€3 1= BCLE

te, kann man einfach Tooc

> nehmen. Dies dndert weder

Beweis von Satz 6.4.7. Der Beweis ist das Durchfiihren der obigen Projektions-Idee fiir
n Vektoren. Wir zeigen per Induktion tiber k, dass (wy, ..., w;) eine orthogonale Basis
von Sp(vy, ..., v) ist.

Da w; = vy ist, folgt die Induktionsbasis. Nehmen wir an, wir héitten die Aussage

fiir k£ gezeigt und betrachten wir nun den Fall £ + 1. Aufgrund der Induktionsannah-

me geniigt es, zu zeigen, dass wy4lw; fiir alle j = 1,...,k ist, um zu folgern, dass
(w1, ..., wgs1) ein orthogonales System ist. Machen wir das nun: Sei 1 < j < k.
T Zk e w)
- K3
T i1 (w;, wy) Y
/Uk—‘r17w7,
(Vg11, W, E w;
k+1, j w“wl wy, ]>

(wiw;)=0 <Uk 1, W
:] . <Uk+17wj> MW

fir i#j

Dies zeigt, dass die Vektoren wy,...,wi1 ein orthogonales System bilden und laut

Korollar 6.4.5 sind sie auch linear unabhéngig. Ausserdem folgt aus der Definition von

W1, dass
Induktions-
Sp<w17"'7wk+1) - Sp(wl7"'7wk7vk+1) = S (Ula '7Uk+1)-
annahme
Aus der linearen Unabhéngigkeit von wy, ..., w1 folgt dann Gleichheit. Dies beendet

die Induktion.

Die erste Gleichheit in (3) folgt und die zweite folgt auch, da die Skalierung der
Basisvektoren den Spann nicht dndert. Aussage (1) folgt aus dem Fall &k = n, Aussage
(2) folgt, da fiir jedes i gilt:

lleill = [Jwill ™ (wy, w;) =1
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und
Vi<i#j<n {ee) = |lwll ™ [Jws]| ™" (ws, wy) = 0.

]

Visualisierung: Man konnte dieses Verfahren in R? sehr gut visualisieren und ich war

iiberrascht, dass ich kein gutes GeoGebra-Applet dazu gefunden habe. Leider hatte ich
auch keine Zeit, selber eins vorzubereiten. Falls Sie eines finden/bauen, sagen Sie es
mir! In der Zwischenzeit ist dieses GIF gar nicht schlecht: Klick.

Bemerkung 6.4.10. Hier sind einige Varianten des Gram-Schmidt Algorithmus:

(1) In undendlich-dimensionalen Skalarproduktrdumen kann man den Algorithmus auf
eine abzédhlbare linear unabhéngige Liste (v, v, ...) anwenden. Der Output ist ein

orthogonales System (wy, ws, ...) und ein orthonormales System (eq, ey, . ..), sodass

Vk e N Sp(vy,...,v) = Sp(wy, ..., wg) = Spley, ..., ex).

(2) Falls (vy,...,vx) schon orthogonal (bzw. orthonormal) ist, folgt v; = w; (bzw.

v; = w; = ¢;) fiir alle ¢ = 1,..., k. Dies impliziert das folgende:

Sei U ein Untervektorraum eines endlich-dimensionalen Skalarproduktraums und
sei (vy,...,vx) eine orthogonale (bzw. orthonormale) Basis von U. Dann kann man

diese Basis zu einer orthogonalen (bzw. orthonormalen) Basis von V' erweitern.

(3) Man kann den Algorithmus auch auf eine beliebige (d.h. nicht zwingend linear un-
abhéngige) Liste (v, vs,...) anwenden. Falls v; € Sp(vy,...,v;_1), dann bekommt
man den Nullvektor, wenn man w; berechnet. Dann muss man diesen Vektor igno-
rieren und mit dem Algorithmus weitermachen. So bekommt man fiir jedes k € N

eine orthogonale/orthonormale Liste (wy, ..., wy(x)) mit

0 <r(k) =dimSp(vy,...,v) <k und Sp(wi,...,wyk)) = Sp(v1, ..., v%).

Beispiel 6.4.11. Wir mochten eine Orthonormalbasis von R[z]; finden, als Unterraum
von (C[—1,1],(,)) betrachtet (sieche Beispiel 6.2.15). Sei (vy,ve,v3) = (1,2,2%) die
Standard-Basis von R[z]y. Wir wenden den Gram-Schmidt Algorithmus an. Es ist w; =

v1 = 1 und wir berechnen

Wy =Vg— —w; = — ——1=

(vg, wy) @), fj1$dx1 0.
(wi,wy) (1,1) [t 1da 2
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Dies besagt, dass (1, z) bereits orthogonal zueinander sind in C[—1, 1]. Jetzt berechnen
wir ws:
1 1
(v3, wa) (vs, wr) N , 03 2

1
w3 = v3— Wa— wy = x°— T— l=2"—-—z—=1=2"—-.
U (wawa) Y (wiwr) f_lledz f_ll ldx 2 2 3

Jetzt normieren wir wq, ws, ws:

1, 1
er = [Jwi]| \/7 E,
ea = [Jwal| 21’7
\/ xgdx

es = |Jws|| " w <x2 1> 1 (x2 1)
3= |lws 3= -3 =\ < -3/
3 8 3
\/f_ll(xQ — %)de

Somit ist ( 75 \/gx, B (22 - %)) eine Orthonormalbasis von R[z]y als Untervektor-

raum von C[—1,1].

Wir schliessen diesen Abschnitt mit einer Verallgemeinerung von Proposition 6.1.9

(Pythagoras), die wir spéter brauchen werden.

Lemma 6.4.12. Sei V' ein endlich-dimensionaler Skalarproduktraum mit einer ortho-

normalen Basis (e1,...,e,). Seiv=>Y ", a;e;. Dann gilt

n

2
loll* = fal®

i=1
(oder mithilfe von Proposition 6.4.2, |[v||> = 320, | (v, e:) 2.

Beweis. Es gilt

n n

n n n n
||UH2 = (v,v) = <Z a;€e;, Zaj€j> = Zzaia_jéij = Zaka_k = Z |ax|.
=1 J=1 k=1 k=1

i=1 j=1

6.4.3 Orthogonale und unitare Matrizen

Bevor wir einige Korollare von Gram-Schmidt beweisen, definieren wir zwei wichtige
Familien von Matrizen, welche eine zentrale Rolle spielen werden, wenn wir Endomor-

phismen von Skalarproduktraumen betrachten.
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Definition 6.4.13. Eine n x n-Matrix, deren Spalten eine orthonormale Basis von F"
beziiglich des Standard-Skalarprodukts bilden, heisst orthogonal falls F = R, und unitdr
falls F = C.

Wir bezeichnen mit O(n) C M, «,(R) die Menge aller orthogonalen Matrizen und
mit U(n) C M, x,(C) die Menge aller unitéren Matrizen.

Bemerkung 6.4.14. Wir benutzen den Namen orthogonale Matrix (und nicht orthonor-
male Matrix), da diese Matrizen eine Gruppe bilden, welche die orthogonale Gruppe
heisst. Wir werden spéter sehen, dass dies genau die Gruppe derjenigen linearen Trans-
formationen ist, welche Orthogonalitdt (und allgemeiner das Skalarprodukt) erhalten
beziiglich dem Standard-Skalarprodukt auf R™.

Lemma 6.4.15. Fir eine Matrizc A € M,,»,(R) gilt:

A ist orthogonal <= ATA=1, «— AAT =1, < A™'=A"T.

Lemma 6.4.16. Fir eine Matriz A € M,,«,(C) gilt:

A ist unitir < ATA=1, «= AA =1, « A=A .

Beweis von 6.4.15 und 6.4.16. Sei A = |v; --- v, |. Gemiss der Definition des

Standard-Skalarprodukts (,) auf F* gilt dann

—u o\ [ |
' . o Y0 1< (v, v3) 1<i,j<n
— o —/) \| |
Da ({v;, Uj>)1<ij<n = [, genau dann, wenn (vy, ..., v,) eine Orthonormalbasis ist, folgt
die erste Aquivalenz. Die anderen zwei sind leicht zu {iberpriifen. O]

Den Beweis des folgenden Korollars iiberlassen wir den Lesern:

Korollar 6.4.17. Eine Matrix ist orthogonal (bzw. unitdr) genau dann, wenn die Zei-

lenvektoren eine Orthonormalbasis bilden.

6.4.4 QR-Zerlegung

Wir betrachten F” mit dem Standard-Skalarprodukt und wollen den Gram-Schmidt
Algorithmus beschreiben, indem wir Matrizen verwenden. Sei (vy, ..., v,) eine beliebige

Basis und sei (eq, ..., e,) die orthonormale Basis, welche wir durch die Anwendung von
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Gram-Schmidt auf (vq, ..., v,) erhalten. Wir schreiben jetzt die Vektoren von der Basis
(v1,...,v,) als Linearkombinationen der Basis (ey,...,e,): Aus (3) von Satz 6.4.7 und

Proposition 6.4.2 folgt
vy = (v1,€1) €1,
vy = (g, €1) €1 + (v2, €2) €3,
Un = <Una 61) er+---+ <Un7 €n> En.

In der Sprache von Matrizen ausgedriickt, bedeutet dies (vergleiche Lemma 2.2.17)

’ | ‘ ’ <U1,€1> <U2, €1> <Un; €1>
<U27 €2>
(%1 Unp, = 1€ €n
| | | |
. -— 7 (U, €n)
A = Q = . ~ _
R=

Wir haben also die folgende Zerlegung gezeigt (und sogar einen Algorithmus zur

Berechnung angegeben):

Satz 6.4.18 (QR-Zerlegung tiber R, voller Rang). Sei A € GL,(R). Dann existiert

eine orthogonale Matrix (Q und eine obere Dreiecksmatriz R, sodass A = QR.

Satz 6.4.19 (QR-Zerlegung tiiber C, voller Rang). Sei A € GL,(C). Dann ezistiert

eine unitire Matriz Q und eine obere Dreiecksmatriz R, sodass A = QR.

Ubung 6.4.20. Es existiert eine QR-Zerlegung fiir jede Matrix A € M,,,,(F), nicht
nur fiir invertierbare Matrizen. Ein Weg, dies zu zeigen, ist der folgende:

Sei r = dim SR(A) der Spaltenrang von A. Man wendet die Variante (3) von Bemer-
kung 6.4.10 auf die Spalten von A an und bekommt eine orthonormale Basis e, ..., e,
vom Spaltenraum SR(A). Man erweitert dies zu einer Orthonormalbasis ey, ..., e, von
™ (siche Variante (2) von Bemerkung 6.4.10) und definiert @) und R wie oben. Es folgt
A = QR und R ist von der Form

wobei C' € M,.,,. eine obere Dreiecksmatrix ist und (x) fiir eine r x (n —r) Matrix steht.

Fiillen Sie die Details ein in dieser Beweis-Skizze.
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Beispiel 6.4.21. Fiir jedes = € R gilt

b )66

1 —x / T
(1 O) — (\/1+x2 \/1+w2> . ( 1—{—1'2 \/1+$2> .

r 1 L L 0 S

Vida?2 14a2 V1422

Fiir z — oo bleibt @ innerhalb der kompakten Menge* O(n) und Wachstum findet nur
in dem Faktor R der Zerlegung QR statt.

6.4.5 Schur-Zerlegung

Als Folge des Gram-Schmidt Verfahrens beweisen wir, dass jeder trigonalisierba-
re Endomorphismus T auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum V iber F auch

,orthogonal-trigonalisierbar ist. Praziser gesagt:

Satz 6.4.22 (Schur). Sei T € End(V) trigonalisierbar, wobei V' ein endlich-dimensionaler
Skalarproduktraum ist mit dimV = n. Dann existiert auch eine orthonormale Basis

B CV, sodass [T|g eine obere Dreiecksmatriz ist.

Beweis. Dieser Beweis benutzt natirlich die Resultate aus Abschnitt 5.4. Sei

{}=V%CWC--CV,=V

eine T-invariante Fahne und seien vy, ..., v, € V sodass Sp(vy,...,v;) = V; fir alle i =
1,...,n. Wir wenden den Gram-Schmidt Algorithmus auf (vy,...,v,) und bezeichnen
mit B := (ey,...,e,) die resultierende orthonormale Basis von V. Laut (3) von Satz

6.4.7 gilt Sp(ey,...,e;) = Sp(vy,...,v;), was T-invariant ist. Daher folgt, dass [T']z eine

obere Dreiecksmatrix ist, wie wir zeigen wollten. O
Korollar 6.4.23. Fin Endomorphismus T auf einem euklidischen Vektorraum ist or-
thogonal trigonalisierbar genau dann, wenn pr in Linearfaktoren zerfallt.

Beweis. Laut Satz 5.4.5 zerféllt pr genau dann in Linearfaktoren, wenn 7' trigonalisier-
bar ist. Dies ist dquivalent zu orthogonaler Trigonalisierbarkeit laut Satz 6.4.22. O
Korollar 6.4.24. Jeder Endomorphismus auf einem unitdren Vektorraum ist orthogo-

nal trigonalisierbar.

Beweis. Jeder Endomorphismus ist iiber C trigonalisierbar, also folgt dieses Korollar
aus Satz 6.4.22 wie in Korollar 6.4.23. O

1Die Kompaktheit von O(n) werden wir im nichsten Kapitel beweisen, siche Proposition 7.4.11.
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Wenn wir die Korollare 6.4.23 und 6.4.24 im Skalarproduktraum F" mit dem Standard-

Skalarprodukt anwenden, bekommen wir:

Korollar 6.4.25 (Schur-Zerlegung iiber R). Sei A € M,y (R), sodass pa in Linear-
faktoren zerfdllt. Dann existiert eine orthogonale Matriz O € M, x,(R) und eine obere
Dreiecksmatriz R € M, x,(R), sodass OT AO = R.

Korollar 6.4.26 (Schur-Zerlegung iiber C). Sei A € M,,x,(C). Dann ezistiert eine
unitare Matriv U € M,ux,(C) und eine obere Dreiecksmatric R € M, x,(C), sodass
U' AU = R.

Beweis von 6.4.25 und 6.4.26. Wir betrachten die lineare Abbildung m,4 : F* — F",
wobei " mit dem Standard-Skalarprodukt versehen ist. Laut den entsprechenden Ko-
rollaren 6.4.23 und 6.4.24 existiert eine orthonormale Basis B, sodass [m g eine obere
Dreiecksmatrix ist. Wir definieren R := [ma]p und U (bzw. O) als [Idg|§ . Laut Defi-
nition 6.4.13 ist U unitdr (bzw. O orthogonal), da ihre Spalten eine Orthonormalbasis

von F" bilden. Die Korollare folgen also von

OTAO, F =R,
U AU, F=C.

-1

R=[mals = ([dg]2) " [male, [1den]5 =

6.5 Dualraum I - in Skalarproduktraumen

Sei V' ein Vektorraum iiber einem Korper K und betrachten wir K = K als Vek-
torraum tiber K. Der Vektorraum Hom(V, K') (siche Abschnitt 3.5 fiir die Definition)
kommt in vielen verschiedenen Kontexten vor, daher hat er einen speziellen Namen und
eine spezielle Notation: Wir schreiben V* := Hom(V, K') und nennen dies den Dualraum
von V. Die Elemente von V* heissen Linearformen. Der Lesbarkeit halber wiederholen
wir die Definition von Abschnitt 3.5 fiir diesen Fall.

Definition 6.5.1. Eine Funktion ¢ : V' — K heisst Linearform auf V, falls
Vo,weV, ae K pv+w) =)+ p(w) und p(av) = ap(v).

Die Menge aller Linearformen wird mit V* bezeichnet und ist ein K-Vektorraum mit

den Operationen

(e +¥)(v) =) +P(v),  (p)(v) == ap(v).
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Beispiel 6.5.2. Im Fall von V = K" koénnen wir den Dualraum (K™)* durch die
Darstellungsmatrix besser verstehen:
Sei ¢ € (K™)*. Dann existiert A = (aq,...,a,) € Mix,(K), sodass

U1 U1

pv)=¢| | = (a1 e CLn) = Z a;V;.

Un Un
Die gesuchte Matrix ist gegeben durch A = [cp]gl Wenn wir nun K™ mit dem Produkt

U1 w1y n
< A P >:Eviwi

=1

Un Wn
versehen, dann gilt
aq aq
Qn, Qn,
Bemerken Sie auch, dass fiir ein gegebenes ¢ € V* die 1 xn-Matrix (ay, .. ., a,) eindeutig

definiert ist.

Beispiel 6.5.3. Betrachten wir R[z],, als Untervektorraum des Skalarproduktraums
(C[—1,1],(,)). Jedes Element f € C[—1,1] definiert eine Linearform ¢; auf R[z],
durch

W e Rl @r(p) = (p. ) = / pa)f(a)ds

Wir werden jedoch gleich sehen, dass jede Linearform auf R|z],, von der Form p — (p, ¢)

fir ein ¢ € R[z],, ist. Beispielsweise existiert also g € R[z],, mit

(P, q) = Pcos(mn) () = (p, cos(mz))  Vp € Rz],.

Da cos(mx) nicht in R[], liegt, ist dies iberhaupt nicht offensichtlich (zumindest ist es

nicht sehr klar, welches Polynom dieses ¢ € R|x],, sein soll).

Beispiel 6.5.4. Sei (V, (,)) ein Skalarproduktraum tiber F und sei v € V. Die Abbil-
dung

Oy V= F
v (v, u)

ist eine Linearform auf V.
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Der folgende grundlegende Satz zeigt, dass alle Linearformen auf Skalarproduktrau-

men die Form ¢, haben:

Satz 6.5.5. [Darstellungssatz von Riesz’] Sei (V,(,)) ein n-dimensionaler Skalar-
produktraum iiber T und ¢ € V* eine Linearform. Dann existiert ein eindeutiges®
u=u(yp) €V, sodass p(v) = (v,u) fir allev e V.

Erster (nicht konstruktiver) Beweis (iber R). Betrachten wir die Abbildung
oV -V
U = Py,
wobei ¢, (v) = (v, u) (wie in Beispiel 6.5.4). Man tiberpriift, dass ® linear ist. Ausserdem
ist
Ker(®) ={u eV |p,=0}={ueV|{vu)=0veV}"“"2% 0.1 (68)
und daher ist ® injektiv. Aus Abschnitt 3.5 wissen wir, dass

dim V* = dimHom(V,F) = dimV - dimF = dim V'

und daher ist ® ein Isomorphismus. Dies ist dquivalent zur Aussage, die wir beweisen

wollten: Jedes Element von V* hat die Form ¢, = ®(u) fiir ein eindeutiges u € V. [

Zweiter Beweis (iiber F). Sei ey, ..., e, eine orthonormale Basis von V. Laut Proposi-
tion 6.4.2 gilt v = > | (v, €;) ¢; und somit ist

i=1 i=1

pv) = (Z (v, &) €i> = (ve)ple) = <v,zmei> =(,u).  (6.9)
=1

U=

Dies zeigt die Existenz von u. Die Eindeutigkeit zeigen wir wie folgt: Falls ¢, = @,, so
gilt (v, u1) = (v, us) fiir alle v € V und damit u; = uy geméss Lemma 6.1.6 (vergleiche
mit (6.8)). O

Wir protokollieren:

Rezept: Sei ¢ € V*. Den eindeutigen Vektor v € V mit p(v) = (v,u) Yv € V
kann man wie folgt finden: Man nimmt eine orthonormale Basis ey, ..., e, von V und
berechnet u = "7 ©(e;)e;.

SFrigyes Riesz, ungarischer Mathematiker 1880-1956.
Die Schreibweise u = u() betont, dass u von ¢ abhingt.
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Bemerkung 6.5.6. Es gibt viele orthonormale Basen von V' (wie wir dank Gram-Schmidt
wissen). Der Vektor Y " | ¢(e;)e; hingt nicht von der Wahl einer orthonormalen Basis

ab! Er hangt nur von ¢ ab.

Bemerkung 6.5.7. Man konnte den ersten Beweis auch {iber C fithren, aber dann ist
die Abbildung ® nicht linear, sondern semilinear. Das heisst, fiir u € V und ¢ € C ist
®(cu) = ¢®@(u). Um nicht die ganze Theorie auch fiir semilineare Abbildung einfiihren

zu miissen, haben wir den Fall ' = C im ersten Beweis weggelassen.

Ubung 6.5.8. Finden Sie u € R[z],, sodass fiir alle p € R[z], (als Skalarprodukt-

Untervektorraum von C[—1,1]) gilt

(p,cosmx) = (p,u).

Losung: Sei p(p) := (p, cos(mz) f p(t) cos(mt)dt. Wenn wir (6.9) aus dem Beweis

oben anwenden und die orthonormale Basis aus Beispiel 6.4.11 benutzen, erhalten wir

_ ( / e cosm)dt) Jis ( / i COS(ﬂ)ﬁ) i
(/ \/> ) cos(m )dt>\/%5(x2_%).

Mit ein bisschen Analysis erhdlt man schliesslich

u(z) = 24752 (x2 — %) )

Bemerkung 6.5.9. Der Darstellungssatz von Riesz besagt, dass es einen kanonischen
Isomorphismus zwischen V' und V* gibt, falls V' ein endlich-dimensionaler Skalarpro-
duktraum ist. Das heisst, der [somorphismus ® héangt nur von der Vektorraumstruktur
und dem Skalarprodukt ab.

Wenn man hingegen nur die Struktur eines endlich-dimensionalen Vektorraums be-
trachtet, so sind V' und V* zwar auch isomorph (beide haben die gleiche Dimension),
aber es existiert kein kanonischer Isomorphismus (d.h. ein Isomorphismus, der nur von
der Vektorraumstruktur abhéngt, also insbesondere nicht von der Wahl einer Basis).
Wir werden spéter zeigen, dass V' und (V*)* hingegen kanonisch isomorph sind (falls
V' endlich-dimensional ist).

Sie konnen es als eine Ubung betrachten, jetzt schon einen Isomorphismus zwischen
V und (V*)* zu finden (Hinweis: Sei v € V. Wie konnten sie ein Element von (V*)*

mittels v definieren?).
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6.6 Das orthogonale Komplement

Im folgenden Abschnitt bezeichnet V' einen Skalarproduktraum iiber F. In Definition
6.1.11 haben wir Orthogonalitéit definiert. Nun gehen wir einen Schritt weiter und
definieren das orthogonale Komplement einer Teilmenge S C V. Dies ist die maximale

zu S orthogonale Teilmenge von V.

Definition 6.6.1. Fiir eine Teilmenge S C V definieren wir das orthogonale Komple-

ment von S als
St={veV|{s50)=0V¥scS}={vecV](vs)=0Vsec S}

Fiir S = {v} schreiben wir v := {v}*.

In unseren ,,go-to* Beispielen kennen wir diesen Begriff schon seit der Mittelschule.
Zum Beispiel fiir v € R? ist v eine Ebene durch den Ursprung mit v als Normalvektor.
Umgekehrt ist das orthogonale Komplement einer Ebene durch den Ursprung genau

der Spann des Normalvektors.

UJ_

Figur 6.4: Das orthogonale Komplement eines Vektors in R3.

Lemma 6.6.2. Fir Teilmengen S, T CV gilt:
(1) S* ist ein Untervektorraum von V.

(2) 0+ =V und V+ = {0}.

(3) SNSEC {0} (und SN S* = {0} falls 0 € S).
(4) SCT = T+C S+,

(5) Sp(S)*+ = S+.

(6) S C(SH)*t.

Beweis. Fiir (1) bemerken Sie zunéchst, dass Oy € S+, da 0_Lv fiir alle v € V laut (1)
von Lemma 6.1.6. Fiir a, 8 € F und v,w € S* gilt fiir alle s € S

(av+ Pw,s) = a(v,s) + B (w,s) =0+ 0=0,

also ist aw + fw € S*, was (1) zeigt.
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(2): Dies folgt aus (1) und (2) von Lemma 6.1.6.
(3): Falls SN St # 0 sei s € SN SL. Dann gilt (s, s) = 0, was s = 0 impliziert.
(4): Falls S C T', dann gilt fiir v € V', dass

veTt < (u,s)=0Vse€T = (v,s)=0Vse€ S <= vec S

(5): Da S C Sp(9), folgt Sp(S)* C S* aus (4). Fiir v € S* und v = Y, ays; mit
S; € S, a; €F gllt

(v,u) = <U,Zaisi> = ZE(v,si) =0,

was v € Sp(S)* zeigt. Da v € S* beliebig war, folgt S+ C Sp(S)+.
(6): Sei s € S. Per Definition von S+ gilt (s, s') = 0 fiir alle s’ € S*. Dies besagt per
Definition, dass s € (S+)*. O

Hier ist das Hauptresultat von diesem Abschnitt:

Satz 6.6.3. Sei U ein endlich-dimensionaler Untervektorraum von V' (wir nehmen
nicht an, dass V selbst endlich-dimensional ist!). Dann gilt V =U & U+,

Beweis. Laut (3) (und streng genommen auch (1)) von Lemma 6.6.2 geniigt es, zu
zeigen, dass U + U+ = V. Inspiriert von R? und auch von Figur 6.1, wollen wir einen
gegebenen Vektor v € V orthogonal auf U projizieren und hoffen, dass die Differenz
in Ut liegt. Die Berechnung in R? und der Beweis von Gram-Schmidt haben bereits
angedeutet, wie das funktionieren konnte:

Sei (eq,...,e,) eine orthonormale Basis von U. Wir definieren die orthogonale Pro-

jektion von v auf U als
Py(v) :==(v,e1)er + -+ (v, e,) e,

Es gilt nattirlich v = Py (v) + (v — Py(v)) und Py(v) € U. Also bleibt noch zu zeigen,
dass v — Py(v) € Ut. Da U = Sp(ey,...,e,) ist, geniigt es laut (5) von Lemma 6.6.2,

zu zeigen, dass (v — Py(v))Le; fir j =1,...,7. Wir berechnen
<U - PU(U>7 ej) = <’U, €j> - <Z <Uv €i> €, €j>
= (6.10)
= (v,6;) = > (v,€:) 6 = (v, e5) — (v, ¢5) = 0.
i=1
[l

Wir protokollieren:
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Definition 6.6.4. Sei v € V und U C V ein endlich-dimensionaler Untervektorraum.

Die orthogonale Projektion von v auf U ist
Py(v) :==(v,e1)es + -+ (v,e,) e, (6.11)

wobei (eq, ..., e,) eine orthonormale Basis von U ist.

Die Abbildung P ist der Schliissel zur Losung mehrerer Approximationsprobleme.
Da U C V, kénnen wir die Abbildung v — Py(v) als eine Abbildung Py : V — V
betrachten. Wir beweisen nun einige elementare Figenschaften dieser Abbildung und

halten einige Informationen fest, die wir im obigen Beweis gesehen haben.

Proposition 6.6.5. Sei U ein endlich-dimensionaler Untervektorraum von V. Die
Abbildung Py ist wohl-definiert (d.h. sie hingt nicht von der Wahl der orthonormalen
Basis ab) und linear. Ausserdem gilt fiir jedes v € V, dass v — Py(v) € U+,

Beweis. Satz 6.6.3 besagt, dass Py(v) die ,,U-Koordinate“ von v ist in der direkten
Summe U@ U~ = V. Daher ist Py(v) eindeutig definiert. Zur Linearitét: Sei (ey, ..., e,)

eine orthonormale Basis von U.

T

Py(ov+pw) = Z (av + Pw, e;) e; = Z (v,e;) e+ Z (w, e;) e; = aPy(v)+LPy(w).
=1 i=1

i=1
Die letzte Aussage haben wir in (6.10) gezeigt. ]
Wir zeigen nun zwei Korollare aus Satz 6.6.3:

Korollar 6.6.6. Sei U ein endlich-dimensionaler Untervektorraum von V. Dann gilt

(Ut =T

Beweis. Laut (6) von Lemma 6.6.2 gilt (U+)* D U. Fiir ,, C“ sei v € (U*)* und seien
u € U und w € U™ (die eindeutigen Vektoren) mit v = u + w. Wir behaupten, dass
w = 0:

Dawu e U C (UHt und v € (UH)4 gilt w = v —u € (UL)L. Aber Laut der
Definition von w gilt auch w € U+. Daher gilt w € U+ N (U+)* = {0}. Damit ist w = 0

und somit v € U, was den Beweis beendet. O

Korollar 6.6.7. Falls V' endlich-dimensional ist, gilt fir jeden Untervektorraum U,
dimU + dim U+ = dim V.

Beweis. Laut Proposition 2.3.21 ist U auch endlich-dimensional, also kénnen wir Satz
6.6.3 anwenden und erhalten U @ U+ = V. Laut Proposition 2.3.40 ist dies #quivalent
zu dimU + dim U+ = dim V. O
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Orthogonale Projektion und Approximationsprobleme

Wie wir in der ,Intuitions-Pause* nach Gleichung (6.6) im Beweis der Cauchy-
Schwarz Ungleichung gesagt haben, konnte man ¢y = % mit ein bisschen Analysis
finden, indem man den Vektor in Sp(v) sucht, der am néchsten zu u ist. Wir werden
in diesem Abschnitt fiir einen allgemeinen Untervektorraum U zeigen, dass Py(v) der
eindeutige Vektor in U ist, der am nachsten zu v ist. Um dies mit dem Wert von ¢y zu
verbinden, berechnen wir nun Py (v) fiir U = Sp(v) und v = u (entschuldigen Sie bitte

die inkonsistente Notation).

Beispiel 6.6.8. Seien 0 # v € V und u € V. Zeigen Sie, dass Psp(u) = {w.0)

T vy
Losung: Einen Weg, es zu machen, ist, die Formel (6.11) zu benutzen mit <”5—”> als

Orthonormalbasis von Sp(v) (Machen Sie es!). Ein anderer Weg ist, zu merken, dass

u= o (w0

(v,v) (v,v)

€5p(v) €Sp(v)+

und aus der Eindeutigkeit der Zerlegung V' = Sp(v) & Sp(v)* folgt Psp(w)(u) = fwv) )

Satz 6.6.9 (Minimierung). Sei U ein endlich-dimensionaler Untervektorraum von V.
Dann gilt fir allew € U und v € V, dass

[0 = Pyl < lo—ul. (6.12)

Gleichheit gilt genau dann, wenn u = Py(v).
UL

v — Py (v)

Figur 6.5: Die gestrichelte Linie ist die kiirzeste Distanz von v zu irgendeinem Punkt

in U.
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Beweis. Proposition 6.6.5 besagt, dass (v — Py(v)) € UL. Daher gilt

lo = Po(@)|I* < llo = Pu(o)ll* + |Po(v) — ull”

(6.13)
Pythagoras
T o — Py(o) + (Po(v) = w)* = o =l
Wenn wir auf beiden Seiten die Wurzel ziehen, folgt (6.12). Ausserdem gilt

Gleichheit Gleichheit 9

_ = . — ||Py(v) —ul|" =0 <= u= Py(v).

in (6.12) in (6.13)

O

Sie werden dieses Theorem in der numerischen Mathematik oft benutzen. Eine An-
wendung die ich mag ist die Methode der kleinsten Quadrate (fragen Sie mich in der
Nachbesprechung, wenn Sie mehr dariiber wissen mochten).

Zum Schluss mochten wir noch anmerken, dass alles, was wir in diesem Abschnitt

gezeigt haben, im Allgemeinen nicht gilt, wenn U nicht endlich-dimensional ist.

Beispiel 6.6.10. Sei V' C F> der Vektorraum aller beschrankten Folgen. Genauer
gesagt ist
Vi={(a,);>; € F*° | 3C > 0 sodass |a,| < C Vn € N}.

Dieser Vektorraum ist ein Skalarproduktraum mit

anbn
5

((an)ns (bn)n) = Z

n=1

n

Sei U C V der Untervektorraum all jener Folgen, die schliesslich Null sind (dies ist der
Raum W, aus Ubung 2.1.15). Dann gilt U+ = {0}. Insbesondere ist U + U+ # V und
UH*#U.

Hier ist noch eine nette Anwendung fiir die Berechnung des Bilds einer Matrix”.

Beispiel 6.6.11. Sei A € M,,»,(FF). Wir haben in Kapitel 2 gesehen, dass man mithilfe
der Gauss-Elimination der Zeilen einfach eine Basis von ZR(A) finden kann und dann
haben wir sogar einen Trick gesehen, wie wir von einer Zeilenstufenform von A eine
Basis von Im(A) = SR(A) finden konnen (siche Korollar 2.3.34). Wir zeigen jetzt einen

anderen Trick:

Behauptung: Seien z1, ...,z € F}, eine Basis von ZR(A) (die man leicht aus den
Zeilen von A findet). Dann bilden Az, ..., Az} € Fg,,, eine Basis von Im(A) = SR(A).

"Ich habe diesen Trick von Josua Hichl gelernt.
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Beweis. Da dim SR(A) = dimZR(A) = k, geniigt es zu zeigen, dass AzT, ... Azl
linear unabhéangig sind. Seien also Ay, ..., Ay € F mit Zle N Azl = 0. Es folgt

k k
i=1 i=1

und daher ist Zle Nzl € ker A. Betrachten wir die Matrixmultiplikation von A mit

einem Vektor v € F". Wenn wir die Zeilen von A mit Ay, ..., A,, bezeichnen, dann gilt
— A — (A1, v)
Av = : (v) = :
— A, — (A, v)

Daraus folgt, dass

veker A = vl{An ..., A} "B 0 1Sp(AL,. . Ay = ve U

Es gilt 3¢ \al € U, also S.F, hiaT € UNUL = {0} und somit folgt 3¢, Azl = 0.
Da zy,...,7; linear unabhiingig sind, gilt das auch fiir 7,... 21 und somit folgt

A1 = -+ = )\ = 0, was die lineare Unabhéngigkeit von Az{, ..., Azi zeigt. O
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Changelog: Kapitel 6

11.03: In Ubung 6.2.13 wurde hinzugefiigt, dass die Matrix symmetrisch sein muss.

13.03: In (6.6) wurde ||u — cv|| zu |Ju — cv||® korrigiert und in (6.7) wurde |u, v|?

zu | (u,v) |* korrigiert.

14.03: In Ubung 6.1.10 (2) wurden z,y zu v,w korrigiert und im Beweis von

Korollar 6.3.7 wurden z,y zu u, v korrigiert.

14.03: In der Definition von Positiv-Definitheit fiir hermitesche Matrizen auf Seite

243 wurde vAT > 0 zu vT Av > 0 korrigiert.
15.03: In Definition 6.2.11 wurde 0 # v hinzugefiigt.
15.03: Beispiel 6.2.6 wurde hinzugefiigt.

15.03: Am Ende des indirekten Beweises von (b) auf Seite 244 wurde F = C zu
F = R korrigiert.

16.03: Die Notation R \ C wurde zu F geéndert.

16.03: Vor dem Beweis von Satz von Satz 6.4.7 wurde noch ein drittes Bild hin-
zugefiigt.

16.03: In Definition 6.1.11 wurde bei der Definition eines Orthogonalsystems hin-

zugefiigt, dass der Nullvektor nicht enthalten sein darf.

16.03: Das Wort triagonalisierbar wurde zu trigonalisierbar korrigiert (alle ande-

ren Formen des Worts wurden natiirlich auch angepasst).

17.03: Im Gram-Schmidt Algorithmus (Satz 6.4.7) wurde w; zu e; gedndert.

(v1,w1) (v2,w1)

17.03: In Beispiel 6.4.11 in der Berechnung von wy wurde fwrwny W1 20 7l

wq

korrigiert.
17.03: In Figur 6.3 wurden u, v zu v, w gedndert.

17.03: In der Definition von Positiv-Definitheit fiir hermitesche Matrizen auf Seite

243 wurde 0 # v hinzugefiigt.

18.03: In der Aussage und im Beweis von Proposition 6.4.6 wurden die Indizes

korrigiert.
19.03: Am Anfang des Beweises von 6.4.25 und 6.4.26 wurde ein Satz hinzugefiigt.

19.03: In Satz 6.4.19 wurde orthogonale Matrix zu unitdare Matrix korrigiert.
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e 19.03: In Definition 6.4.13 wurde die Definition von O(n) und U(n) hinzugefigt.
e 19.03: Beispiel 6.4.21 wurde hinzugefiigt.

e 21.03: In Definition 6.1.5 wurde v, w, v1,vy € v zu v, w, vy, vy € V korrigiert.

e 22.03: Der Text am Anfang von Abschnitt 6.4.4 wurde ein wenig geandert.

e 22.03: Im Satz 6.5.5 wurde eine zweite Fussnote hinzugefiigt.

e 26.03: Nach dem zweiten Beweis von Satz 6.5.5 wurde ein Rezept hinzugefiigt.
e 26.03: Beispiel 6.6.11 wurde hinzugefiigt.

e 26.03: Im Beweis von Satz 6.3.5 wurde an zwei Stellen ||z — cy|| zu ||u — cv||

korrigiert.

e 26.03: Im Beweis von Lemma 6.6.2 (5) wurde ) . o (v,s;) zu ). oy (v, s;) korri-
giert.
e 28.03: Im Beweis von Lemma 6.6.2 (1) wurde (3 (v, s) zu 5 (w, s) korrigiert.

e 28.03: In Beispiel 6.6.8 wurde Psp(,)(u) = {2, 7 Pepwy(u) = {u2) ) korrigiert.

(v,v) (v,v)

e 30.03: In Beispiel 6.4.21 wurde eine Fussnote hinzugefiigt.

e 13.04: Im Beweis von Beispiel 6.6.11 wurde € U+ zu v € U~ korrigiert.
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Kapitel 7

Lineare Abbildungen auf

Skalarproduktraumen

In Kapitel 2 haben wir Vektorrdume eingefiihrt und in Kapitel 3 haben wir dann
Abbildungen, welche die Vektorraumstruktur erhalten, untersucht. Nachdem wir im
vorherigen Kapitel Skalarproduktraume eingefiihrt haben, werden wir nun dasselbe

machen, jedoch mit einem ,, Twist“:

1. Zuerst wollen wir allgemeine lineare Abbildungen zwischen zwei Skalarproduk-
traumen betrachten und sehen, wie die zusétzliche Struktur uns hilft, diese zu
studieren. Wir erhalten beispielsweise Charakterisierungen aller Endomorphis-
men eines Skalarproduktraums, welche eine orthonormale Basis von Eigenvekto-
ren besitzen (siche die Theoreme 7.0.1 und 7.0.3 fiir den Fall von F" mit dem
Standard-Skalarprodukt).

2. Danach untersuchen wir lineare Abbildungen, welche die Skalarproduktstruktur
erhalten. Insbesondere beantworten wir die folgende grundlegende Frage: Welche
Matrizen A € M, «,(F) haben die Eigenschaft, dass (Av, Aw) = (v,w) fiir alle
v,w € F" gilt, wobei F"” mit dem Standard-Skalarprodukt versehen ist?

In beiden Teilen werden wir uns besonders auf Endomorphismen fokussieren. Unser
erstes Hauptresultat wird der Spektralsatz {iber C und {iber R sein. Bis wir dorthin
gelangen, ist der Leser vielleicht schon etwas verwirrt von den vielen allgemeinen Defi-
nitionen, also sagen wir schon einmal, was die Essenz dieser Theoreme ist anhand des

folgenden wichtigen Spezialfalls:

Theorem 7.0.1 (Spektralsatz tiber C). Betrachten wir C* mit dem tublichen inneren

Produkt und sei A € M, x,(C). Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) Die Matriz A kommutiert mit ihrer Adjungierten, d.h. AT A= AA" (dies gilt zum

Beispiel fiir hermitesche Matrizen, also wenn A= A).
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(2) FEs existiert eine Orthonormalbasis von C" bestehend aus Eigenvektoren von A.
(8) Es ezistiert eine Orthonormalbasis B von C", sodass [ma]p diagonal ist.

(4) Es existiert eine unitire Matriz P € GL,(C), sodass P"'AP = PAP diagonal

15t.

Ubung 7.0.2. Die Aquivalenz von (2), (3) und (4) sollte Thnen zu diesem Zeitpunkt
klar sein (zumindest, wenn Sie sich an die Definition einer unitdren Matrix erinnern).
Uberpriifen Sie, dass dies wirklich der Fall ist und zeigen Sie dass diese Aussagen (1)

implizieren. Die Essenz des Theorems ist (1) = (2).

Theorem 7.0.3 (Spektralsatz tiber R). Betrachten wir R™ mit dem tblichen inneren

Produkt und sei A € M, x,(R). Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) Die Matriz A ist symmetrisch, d.h. AT = A.

(2) FEs existiert eine Orthonormalbasis von R™ bestehend aus Eigenvektoren von A.
(3) Es existiert eine Orthonormalbasis B von R™, sodass [malg diagonal ist.

(4) Es existiert eine orthogonale Matriz P € GL,(R), sodass P"*AP = PTAP diago-

nal ist.
Die gleiche Ubung gilt auch hier:

Ubung 7.0.4. Die Aquivalenz von (2), (3) und (4) sollte Ihnen zu diesem Zeitpunkt klar
sein (zumindest, wenn Sie sich an die Definition einer orthogonalen Matrix erinnern).
Uberpriifen Sie, dass dies wirklich der Fall ist und zeigen Sie dass diese Aussagen (1)

implizieren. Die Essenz des Theorems ist (1) = (2).
Bemerkung 7.0.5. Theorem 7.0.3 impliziert insbesondere, dass jede symmetrische Ma-
trix diagonalisierbar ist. Nur schon dies ist erstaunlich.

Diese Theoreme sind die zentralen Resultate iiber das Zusammenspiel von allgemei-

nen linearen Abbildungen und der Skalarproduktstruktur.

7.1 Die Adjungierte Abbildung

Alle Vektorrdume in diesem Abschnitt sind endlich-dimensionale Skalarproduktrau-
me iiber F, wobei wie immer F € {R, C} ist. Man muss Abschnitt 6.5 {iber den Dual-

raum gut verstehen, um diesem Abschnitt zu folgen.
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Definition 7.1.1. Seien (V, (,),,) und (W, (,)y,) Skalarproduktrdume tiber' F und sei
T :V — W eine lineare Abbildung. Die adjungierte Abbildung T : W — V ist durch
die Bedingung

YVoeVVweW (Tv,w), = (v,T w), (7.1)

definiert.

Zwei Dinge, die sich die Leser bei dieser Definition fragen sollten, sind: Wieso ist T™*
tiberhaupt wohl-definiert? Und wie kann man 7™ fiir ein gegebenes w € W berechnen?

Zuerst zur Wohldefiniertheit: Betrachten wir die linke Seite von (7.1) als eine Funktion

YV —=>F
v = (Tv,w)y, .

Die Linearitét von 7" und von (), (in der ersten Variable) implizieren, dass ¢,, eine

Linearform ist: Fiir v, v9 € V und aq, ag € F gilt

w101 + agva) = (T'(a1v1 + agva), W)y,
= (1 Tv1 + agTvs, w)y,
= ay (Tvy, W)y, + az (T, W)y,

= 051Q0w(U1) + 0529011)(”2)'

Also ist ¢, ein Element des Dualraums von V', das heisst ¢,, € V*. Satz 6.5.5 besagt,

dass es ein eindeutiges? vy = vp(p,) in V gibt, sodass fiir alle v € V

©w(v) = (v,v0)y,, bzw. (Tv,w)y, = (v,v0), (7.2)

gilt. Wir definieren T*w als diesen eindeutigen Vektor vy € V. Damit ist (7.2) dquivalent
zu der Bedingung (7.1). Nachdem wir nun gezeigt haben, dass Definition 7.1.1 wohl-
definiert ist, wollen wir Sie in einem Beispiel einer Matrix berechnen:

20 1+ 7

Ubung 7.1.2. Sei A = L 9 3 € Msy3(C). Berechne (my)*.

Losung: Zuerst hilft es, zu tiberpriifen, was iiberhaupt die Definitions- und Zielmenge
von (ma)* ist: Da my : C* — C?) ist (my4)* : C* — C3. Laut der charakterisierenden
Eigenschaft der adjungierten Abbildung gilt fiir (21,22, z3)7 € C* und (y,y2)" € C?,

Ld.h. beide iiber R oder beide iiber C.
2Wie in Satz 6.5.5 betont die Schreibweise vy = vg (pw), dass vg von ¢,, (und daher von w) abhéingt.
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dass

x
- xl n 2ixy + (1 +i)xg + Txs U1
A 3 — )
. Yo 1 + 279 + 373 Yo
3

Def. &

N

(2ig7 + )z + (1 + 0)71 + 252) 22 + (771 + 372) @3

; ausklammern
o 1 20 1
()
T3 7 3 V2

Es folgt (ma)* = A" Tatsichlich ist es sogar einfacher, Figenschaften der Matrix-
multiplikation zu verwenden und dies direkt fiir allgemeine A € M,y (IF) zu zeigen:
Fir alle z € F*, y € F™ gilt

(Az, ) = (A2)'5 = o Ay = 2" (A'y) = (2, A"y).
wobei (,) das Standard-Skalarprodukt auf F” ist.

Lemma 7.1.3 (Grundeigenschaften von T*). Seien V., W, U Skalarproduktriume tber
F und seien S, T :V — W und R : W — U linear. Dann gilt:

(1) T ist linear.

(2) (S+T) =5 +Tr
(8) (A\T)* = AT* VA€ F.
(4) (T =T.

(5) (Idv)* = Idy.

(6) (RoT)* =T o R".

Beweis. (1): Fiir wy,we € W ist T*(wy 4+ wy) durch die charakterisierende Eigenschaft
(7.1) definiert. Um T™(w; + we) = T*wy + T*wq zu zeigen, geniigt es also zu beweisen,
dass T*w, + T*ws auch diese Eigenschaft erfiillt: Fiir alle v € V' gilt

(v, T*wy + T w2 )y, = (v, T w1)y, + (v, T wa),, = (Tv, w1)y + (T, Wa)

= (Tv,wy +wa)y, ,

also erfiillt T*w, + T*wy die charakterisierende Eigenschaft (7.1) von T*(w; 4+ ws) und
somit gilt 7™ (wy + wy) = T*wy + T*ws.
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Auf die gleiche Art kénnte man auch T*(aw) = oT*w zeigen fiir a € F (versuchen
Sie es). Um zu zeigen, wie man einfache Aussagen auf verschiedene Arten beweisen
kann, geben wir jedoch einen anderen Beweis dafiir: Seien w € W, a € F. Fiir alle
veVgilt

(v, T*(aw)),, = (Tv, aw)y, = a(Tv,w),, =a (v, T"w), = (v,aT w), .

Aus Lemma 6.1.6 (3) folgt T*(aw) = aT*w. Als Ubung im Beweise schreiben kénnen
Sie auch den ersten Teil des Beweises wie den zweiten Teil schreiben.

(2): Auch hier ist das Argument dhnlich. Um die Notation zu erleichtern, verzichten
wir auf die Indizes V,W bei den Skalarprodukten. Es sollte den Lesern jeweils klar
sein, wo wir welches Skalarprodukt benutzen (schauen Sie, aus welchem Vektorraum
die Elemente innerhalb des Skalarprodukts stammen). Sei w € W beliebig. Fiir alle
veVgilt

(v,(S+T)w)={((S+T)v,w) = (Sv+Tv,w) = (Sv,w) + (Tv,w)

(7.3)
= (v, 5"w) + (v, T"w) = (v, (S* + T")w) .

Es folgt wie oben, dass (S+7T)*w = (S*+T*)w fir alle w € W, also (S+T)* = S*+T*.
(3): Dies ist dhnlich zum Beweis von (2). Sei w € W beliebig. Fiir v € V' gilt

(v, AT)*w) = (ANTw,w) = A (Tv,w) = X (v, T*w) = (v, \T*w) = (v, AT*)w)

und somit ist (AT)*w = (AT*)w fiir alle w € W, also (AT)* = A\T* als Abbildungen.
(4): Diesmal sei v € V' beliebig und wir betrachten fiir jedes w € W

(w, (T*)v) = (T"w,v) = (v, T*w) = (Tv,w) = (w, Tv).

Daraus folgt (7%)*v = T'v fir alle v € V und daher (77%)* =T.
(5): Fiir alle vy,vo € V gilt

(v1, (Idy)*ve) = (Idy vy, v2) = (v, v2) .

Also ist (Idy)*vy = ve fiir beliebige vo € V' und daher ist (Idy)* = Idy.
(6): Da wir nun drei verschiedene Skalarprodukte haben, schreiben wir in diesem
Teil die Indizes V, W, U wieder. Fiir alle v € V und u € U gilt

(v,(RoT)u), = ((RoT)v,u),; = (R(Tv),u),; = (Tv, R*u)y,
= (v, T*(R*u)), = (v, (T" o R")u),, .

Es folgt (RoT)*u = T*R*u fiir alle v € U und somit (RoT)* =T" o R*. O
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Bemerkung 7.1.4. Um Tinte zu sparen, konnte man den letzten Satz im Beweis von
jedem Teil von Lemma 7.1.3 streichen. Zum Beispiel folgt aus (7.3) direkt, dass (S +
T) =S*+T*

(7.3) zeigt, dass S* 4+ T die charakterisierende Eigenschaft (7.1) der Adjungierten
von T+ S erfiillt und daher folgt S*+ 7™ = (S +T')*. Analog konnte man auch in allen

anderen Teilen des Beweises argumentieren.

Lemma 7.1.5. FirT :V — W wie in Definition 7.1.1 gilt:
(1) ker(T*) = (ImT)+.

(2) Im(T*) = (ker T)*.

(3) ker(T) = (Im T*)*.

(4) Im(T) = (ker T*)*+.

Beweis. Fir w e W gilt

wekerT" <= T'w=0 <= YveV (v,T'w) =0 <= YveV (Tv,w)=0
— wl{Tv|veV} < we (ImT)",

was (1) zeigt. Wenn wir in (1) auf beiden Seiten das orthogonale Komplement bilden,
erhalten wir
ker(T*)* = (Im 7)) =Im T,

wobei die letzte Gleichheit aus Korollar 6.6.6 folgt (da dimIm7 < dim W < oo per
Annahme). Dies zeigt (4). Wenn wir (4) auf 7% anwenden, folgt (2) mittels (7%)* =T
Ahnlich dazu folgt (3), wenn wir (1) auf 7* anwenden. O

Wir fragen uns, wie die Darstellungsmatrizen von 7" und 7™ miteinander zusammen-
héngen. Beispiel 7.1.2 und die obigen Resultate (z.B. (T*)* =T, (T + S)* = T* + S*,

(AT)* = AT* usw.) geben uns schon einen Hinweis auf das niichste Resultat:

Proposition 7.1.6. Se: T : V — W eine lineare Abbildung zwischen Skalarproduktrau-
men iber F. Sei B = (e1,...,e,) eine orthonormale Basis von V und C = (f1,..., fm)

eine orthonormale Basis von W. Dann gilt

Bemerkung 7.1.7. Eine iibliche Notation fiir A" ist A*. Damit sieht die obige Aussage

noch besser aus:
[T*)% = (IT)g)".
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Beweis. Seien A = (ay;);; = [T)E und B = (b;;);; = [T*]%. Wir mdchten zeigen, dass

b;j = @j;. Dank Proposition 6.4.6 wissen wir, dass

bij = <T*fj7€i> = <€i7T*fj> = <T6i>fj> = a_Jl O

Spater werden wir uns vor allem fiir den Fall von Endomorphismen interessieren.
Wir halten deshalb schon einmal fest: Fiir 7' € End(V) und B eine Orthonormalbasis
von V gilt

T = Tls - (7.4)

Das niichste Korollar haben wir schon in der Losung von Ubung 7.1.2 gesehen. Wir

kénnen nun einen alternativen (abstrakteren) Beweis dafiir geben:

Korollar 7.1.8. Fir V. =F" und W = F™, jeweils mit dem Standard-Skalarprodukt,
und A € My, () gilt

(ma)* =mor

(oder mit der Notation A* = XT, (ma)* = max).

Beweis. Fiir F™ mit dem Standard-Skalarprodukt ist die Standard-Basis &,, orthonor-
mal. Das Korollar folgt somit aus Proposition 7.1.6 mithilfe von Beispiel 3.3.9. O]

Im néchsten Korollar sind einige Eigenschaften von adjungierten Matrizen aufgeli-
stet. Diese folgen aus den dazugehorigen Eigenschaften aus Lemma 7.1.3 und Propo-
sition 7.1.6 (auch wenn es fiir die ersten 5 Eigenschaften einfacher ist, diese direkt zu

zeigen).
Korollar 7.1.9. Fir A, B € M,xn(F), C € M,«,(F) gilt:

(1) A" € My (F).

(—T —T

(2) (A+B) =4 +B'.
(3) DA) =x-A4".

W (A") =4

(5) I,) =1,.

——T —T—T

(6) (AC) =C"4".
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7.2 Spektralsatze

7.2.1 Normale Endomorphismen und Spektralsatz iiber C

Wir mochten charakterisieren, wann fiir einen Endomorphismus eine Orthonormal-
basis aus Eigenvektoren existiert. Falls eine solche existiert, nennen wir den Endo-
morphismus orthogonal diagonalisierbar. Es stellt sich heraus, dass die Antwort davon

abhéngt, ob wir iiber R oder iiber C arbeiten.
Lemma 7.2.1. Falls T € End(V') orthogonal diagonalisierbar ist, gilt TT* = T*T.

Beweis. Sei B eine Orthonormalbasis, sodass [T]g diagonal ist. Daher ist laut Propo-

sition 7.1.6 auch [T*]p = [T]g diagonal. Da diagonale Matrizen immer miteinander

kommutieren, gilt
(1T = [T7|5[T]5 = [T)5[T"]s = [TT"]s.

Es folgt also (mittels Satz 3.5.3), dass T*T = TT™. O]

Definition 7.2.2. Ein Endomorphismus 7" heisst normal, falls T*T = T'T*. Eine Matrix
in M., (IF) heisst normal, falls A'A = AZT, oder adquivalent dazu, falls m 4 normal

1st.

Satz 7.2.3 (Spektralsatz tiber C). Ein Endomorphismus T eines endlich-dimensionalen
unitaren Vektorraums V' ist genau dann orthogonal diagonalisierbar, wenn T normal

15t.
Die Richtung = ist genau Lemma 7.2.1. Bevor wir diesen Satz beweisen, zeigen
wir, dass er iiber R nicht gilt:

1
Beispiel 7.2.4. Betrachten wir eine Rotation in R? zum Beispiel A = ( ) >

(erinnern Sie sich an die allgemeine Formel fiir Rotationsmatrizen aus Ubung 5.3.29).
Die Matrix A ist normal, wie sich mit einer kurzen Rechnung iiberpriifen ldsst. Aber A

hat keine Eigenwerte iiber R, also erst recht keine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren!

Lemma 7.2.1 war hingegen giiltig fiir R und C.
Wir sammeln grundlegende Eigenschaften von normalen Endomorphismen. Diese

sehen zwar ,,unschuldig®* aus, sie sind jedoch das Herz der Beweise der Spektralsitze.
Lemma 7.2.5. Fir einen normalen Endomorphismus T € End(V') gilt:

(1) Fir allev eV ist ||Tv]| = ||T*v|.
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(2) (T — Xdy) ist auch normal fir jedes A € F.

(8) Falls v ein Eigenvektor von T zum Eigenwert X ist, so ist v auch ein Figenvektor

von T* zum Eigenwert .
(4) Eigenvektoren von T zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal zueinander.

Beweis. (1): Es gilt

|Tw|* = (Tw, Tv) = (v, T*Tv) normal (v, TT*v) = (TT*v,v) = (T*v, T*v)

(7.5)
= (T"v, T*v) = ”T*UHZ.

(2): Man o6ffnet die Klammern in

(T — Mdy )(T — M1dy)* = (T — X1dy)(T* — X1dy)
und (T — Mdy)* (T — Ady) = (T* — X1dy)(T — A1dy)

und sieht mit 7*T = TT*, dass diese Ausdriicke gleich sind.
(3): Sei v € V ein Eigenvektor von T zum Eigenwert A. Dann gilt (7' — AIdy )v = 0.
Laut (2) ist 7' — AIdy normal und laut (1) gilt

0= (T — Mdy)o|| 2 (T = Aldy)*0|| = |(T* — X1dy )|

und somit (7% — AIdy )v = 0, was dquivalent zur Aussage (3) ist.
(4): Seien v; € V ein Eigenvektor zum Eigenwert A\; und vy € V ein Eigenvektor

zum Eigenwert \y. Betrachten wir
* 3 3
A1 {v1,v2) = (Av1,v2) = (T, v) = (v, T vy) & (v, Aav2) = Ag (vy,v2) .

Falls A\; # g ist, folgt (vq,v9) = 0. O

Ubung 7.2.6. Um im Beweis von (1) Tinte zu sparen, ist es hilfreich zu merken, dass
fir einen Endomorphismus 7' gilt (vy, Tve) = (T™*vy, v2). Beweisen Sie dies und machen

Sie (7.5) sowie den Beweis von Lemma 7.1.3 (4) kiirzer.

Wir kénnen jetzt den Spektralsatz tiber C beweisen (von Lemma 7.2.5 brauchen wir
nur Teil (1)).

Beweis von Satz 7.2.3. Sei T ein normaler Endomorphismus. Laut Korollar 5.4.7 ist T
trigonalisierbar und somit existiert laut dem Satz von Schur (Satz 6.4.22) eine ortho-
normale Basis B = (vy,...,v,) von V, sodass [T]g eine obere Dreiecksmatrix ist. Wir

behaupten, dass [1]z eigentlich schon diagonal sein muss. Sei [T']p = (a;;)1<ij<n- Da B
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orthonormal ist, gilt laut der Definition der Darstellungsmatrix und Lemma 6.4.12

n
b
1Tonl* =) laml> °=° ay |
k=1

Dreiecksm.
—T
Wegen [T*]5 = [T]g gilt
||T*Ul||2 = Z @] = |an|? + |are* + -+ - + |aia*.
k=1

Da T normal ist, gilt || Tv||> = || T%v1]|* und somit ist ayp = a3 = - - - = ay, = 0. Somit
hat [T]z die Form

Jetzt kénnte man das Wort Induktion sagen, oder einfach v, betrachten: Es gilt ||Tv,|* =

|age| und

IT*vo|| = |ags|” + |ags|* + - + aza|*.
Wie oben folgt ass = a9y = -+ = ao, = 0. So macht man weiter bis man erhélt, dass
a;; = 0 fiir alle 1 <14 # j < n. Also ist [T|z diagonal. O

Wo haben wir F = C benutzt? Nur fiir die Trigonalisierbarkeit von 7', um den Satz

von Schur anwenden zu konnen. Daher folgt:

Korollar 7.2.7. Ist T' ein normaler Endomorphismus eines Skalarproduktraums tber
F und ist T trigonalisierbar (< pr zerfdllt in Linearfaktoren iber F, was tiber C immer

gilt), dann ist T orthogonal diagonalisierbar.

7.2.2 Selbstadjungierte Endomorphismen und Spektralsatz tliber
R

Beispiel 7.2.4 zeigt, dass normale Endomorphismen iiber R nicht unbedingt ortho-
gonal diagonalisierbar sind. Wenn wir aber den Beweis von Lemma 7.2.1 iiber R be-

trachten, sehen wir, dass eine stiarkere Aussage moglich ist:
Lemma 7.2.8. Falls T € Endg(V') orthogonal diagonalisierbar ist, gilt T* =T

Beweis. Sei B eine orthonormale Basis von V', sodass [T|s diagonal ist. Laut (7.4) gilt

diagonal
Tl "™ [Ts.
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Wie in Lemma 7.2.1 folgt (aus Satz 3.5.3), dass T* = T'. O

Definition 7.2.9. Ein Endomorphismus 7" heisst selbstadjungiert, falls T* = T. Eine
Matrix A heisst selbstadjungiert falls A=A (oder dquivalent dazu, falls m 4 selbstad-

jungiert ist).
Aus (7.4) und Satz 3.5.3 folgt:

Korollar 7.2.10. T ist selbstadjungiert genau dann, wenn [T|g eine selbstadjungierte

Matrixz ist, wobei B eine orthonormale Basis ist.

Fir F = R ist eine selbstadjungierte Matrix das gleiche wie eine symmetrische

Matrix, fiir F = C ist es das gleiche wie eine hermitesche Matrix.

Beispiel 7.2.11. Jeder selbstadjungierte Endomorphismus ist normal. Endomorphis-

men wie in Beispiel 7.2.4 sind normal, aber nicht selbstadjungiert.

Satz 7.2.12 (Spektralsatz tiber R). Ein Endomorphismus T eines endlich-dimensionalen
euklidischen Vektorraums ist orthogonal diagonalisierbar genau dann, wenn T selbstad-

jungiert ist.

Beweis. Die Richtung = haben wir gesehen. Fiir die Richtung <= lesen Sie Korol-
lar 7.2.7 nochmals. Laut diesem Korollar, da ein selbstadjungierter Endomorphismus
normal ist, geniigt es, zu zeigen, dass ein selbstadjungierter Endomorphismus 7" iiber
R trigonalisierbar ist, oder dquivalent dazu, dass py in Linearfaktoren zerfallt in R[x].

Daher folgt der Satz aus dem folgenden Lemma:

Lemma 7.2.13. Sei T ein selbstadjungierter Endomorphismus eines Skalarproduk-

traums tber F. Dann gilt:

(1) Alle Eigenwerte von T sind reell.

(2) pr zerfdllt in Linearfaktoren iber F.

(1): Sei A ein Eigenwert von 7" und v ein entsprechender Eigenvektor. Selbstadjun-
gierte Endomorphismen sind normal, also ist laut (3) von Lemma 7.2.5 v ein Eigenvektor

von T* zum Eigenwert . Da T = T, haben wir
M =T(v) =T*(v) = v

und daher ist A = \, also ist \ reell.
(2): Da dieser Teil trivial ist fir F = C, nehmen wir an, dass F = R. Sei B eine

orthonormale Basis von V' und betrachten wir A = [T|z. Es geniigt, zu zeigen, dass pa
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in Linearfaktoren in R[X] zerféllt. Bemerken Sie, dass A symmetrisch/selbstadjungiert
1st:
T=T* TR [

A= "= 11 P T 2 (115 = AT

Nun kommt ein toller Trick: Wir betrachten C™ mit dem Standard-Skalarprodukt und
die Abbildung m,4 : C* — C". Erinnern Sie sich, dass die Standard-Basis &, orthonor-
mal ist beziiglich dem Standard-Skalarprodukt und dass [mule, = A. Weiter gilt

n

Py =pa=|[(z=X) (inClz]) (7.6)
i=1
wobei Aq,...,\, die Eigenwerte von m 4 sind. Es geniigt also, zu zeigen, dass \; € R

fir alle 1 <4 <n, da dann die Zerlegung (7.6) auch in R[z] gilt. Da A selbstadjungiert
ist, impliziert Korollar 7.1.8, dass m4 selbstadjungiert ist. Teil (1) sagt uns, dass alle
Eigenwerte von my4 (und somit alle Nullstellen von p,,,) reell sind. Dies beendet den

Beweis von Lemma 7.2.13 und somit den Beweis des Spektralsatzes iiber R. O

Bemerkung 7.2.14. Wenn wir das Tensor Produkt behandeln, werden wir den Begriff
der Komplexifizierung sehen. Das heisst, fiir einen R-Vektorraum V' und einen Endo-
morphismus 7" : V' — V werden wir in der Lage sein, einen C-Vektorraum V ®g C und

eine C-lineare Abbildung
Te =T RrC: VerC — VerC

zu konstruieren. Es gilt dann pr = pr. und Tt ist selbstadjungiert genau dann, wenn 7'
selbstadjungiert ist (sowie auch weitere niitzliche Eigenschaften, die 7" und Tt verbin-
den). Die Aussage (2) aus Lemma 7.2.13 im obigen Beweis folgt dann direkt aus (1):
pr = pr. zerféllt in Linearfaktoren iiber C, aber alle Eigenwerte von T¢ sind reell, also
haben wir eine Faktorisierung iiber R.

Was wir im Beweis oben gemacht haben ist grundsétzlich das gleiche Argument,
wobei wir die Tatsache verwendet haben, dass wir fir Matrizen A € M,,.,,(R) bereits
wissen, wie man my : R" — R" komplexifiziert: Die Komplexifizierung von R"™ ist
einfach C™ und die Komplexifizierung von m4 ist gleich m4 : C* — C", wobei wir A

als komplexe Matrix betrachten (deren Eintrdge ,zufallig alle reell sind).

Bemerkung 7.2.15. Es ist verwirrend, wenn man gleichzeitig {iber die Begriffe dieses
Abschnitts iiber R und C nachdenkt. Daher trennen wir:

Uber R sind selbstadjungierte Matrizen genau die symmetrischen Matrizen. Diese
sind auch normal. Uber C gibt es aber symmetrische Matrizen, die nicht normal sind,

wie das nachste Beispiel zeigt.
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Beispiel 7.2.16. Die Matrix A = Z i) ist nicht normal. Die adjungierte Matrix ist
0

A=A = _14 _1@ und es gilt (AA*);o =144, aber (A*A);p =1 —1i.
—1
Im néchsten Abschnitt werden wir mehr Beispiele mit Matrizen sehen.

Die Leser werden sich vielleicht {iber den Unterschied zwischen den Spektralsét-
zen iiber R und C wundern und sich fragen, inwiefern die Matrix aus Beispiel 7.2.4 ein

typischer Repréasentant einer normalen, aber nicht orthogonal diagonalisierbaren Trans-
formation ist. In diesem Beispiel haben wir gesehen, dass die normale Matrix

nicht orthogonal diagonalisierbar ist, weil sie nicht diagonalisierbar ist. Nun stellt sich
die folgende Frage: Ist ein normaler, diagonalisierbarer Endomorphismus eines Skalar-

produktraums iiber R automatisch orthogonal diagonalisierbar?

Ubung 7.2.17. Zeigen Sie, dass fiir einen Endomorphismus 7" eines reellen Skalarpro-

duktraums die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(1) T ist selbstadjungiert.

(2) T ist orthogonal diagonalisierbar.

(3) T ist normal und diagonalisierbar.

(4) T ist normal und trigonalisierbar.

(5) T ist normal und pr zerféllt in Linearfaktoren.

Insbesondere ist eine diagonalisierbare, normale Matrix {iber R symmetrisch.

Hinweis. Die Aquivalenz (1) <= (2) ist Satz 7.2.12, wobei (2) = (1) der einfache
Teil ist (Lemma 7.2.1).
(5) = (2) ist Korollar 7.2.7. Alle anderen Implikationen folgen unmittelbar.

7.3 Spektralsatze fiir Matrizen

Erinnern Sie sich an die Definition von orthogonalen und unitdren Matrizen, sowie
an O(n) und U(n) (Definition 6.4.13).

Betrachten wir C" mit dem Standard-Skalarprodukt und sei A € M,,(C) eine
normale Matrix (d.h. ATA= AZT). Der Spektralsatz tiber C (Satz 7.2.3) impliziert:

Satz 7.3.1. Fir jede normale Matrix A € M, «,(C) ezistiert eine unitire Matriz U €
U(n), sodass UPAU = U AU diagonal ist.
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Beweis. Da A normal ist, ist my : C* — C™ normal, wobei C" mit dem Standard-
Skalarprodukt versehen ist. Wir wahlen eine Orthonormalbasis B von C" bestehend
aus Eigenvektoren von A (hier verwenden wir Satz 7.2.3) und definieren U := [Id]§ .

Die Spalten von U sind genau die Elemente aus B, somit ist U unitédr. Ausserdem ist
U AU = [Id]g [male, 12, = [mals

diagonal. O]
Ahnlich gilt auch iiber R:

Satz 7.3.2. Fir jede symmetrische Matriv A € M,«,(R) ezistiert eine orthogonale
Matriz O € O(n), sodass O"*AO = OT AO diagonal ist.

Der Beweis ist analog zu dem iiber C und wir iiberlassen ihn den Lesern.

Rechenverfahren

Wie muss man konkret vorgehen, um eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren fiir
eine gegebene Matrix A € M,y (IF) zu finden? Wir nehmen an, dass A normal ist (falls
F = C) oder dass A symmetrisch ist (falls F = R).

1. Berechnen Sie das charakteristische Polynom pg4.

2. Faktorisieren Sie py, sodass Sie alle Nullstellen (inklusive Vielfachheit) sehen kon-
nen. Dies sind die Eigenwerte von A (und die Vielfachheiten sind die Dimensionen

der dazugehorigen Eigenrdume?).

3. Berechnen Sie von jedem Eigenraum eine Basis, dann wenden Sie Gram-Schmidt

an, um eine Orthonormalbasis jedes Eigenraums zu erhalten.

4. Fiigen Sie die Orthonormalbasen der Eigenrdume zu einer Orthogonalbasis von
F" zusammen. Geméss Lemma 7.2.5 (4) miissen Sie das Gram-Schmidt Verfahren
nicht nochmals auf alle Vektoren anwenden, da die verschiedenen Eigenrdume

schon orthogonal zueinander sind.

Beispiel 7.3.3. Betrachten wir A = und diagonalisieren wir A orthogonal.

— = O
—_ O
O~ =

Wir berechnen py = —(x 4+ 1)*(z — 2) und dann

3Hier benutzen wir, dass fiir diagonalisierbare Endomorphismen die algebraische Vielfachheit gleich
der geometrischen Vielfachheit ist (siehe Satz 5.3.35). Dass A diagonalisierbar ist, folgt aus den Spek-
tralsdtzen (Satz 7.2.3 fiir F = C und Satz 7.2.12 fiir F = R).

285



Kapitel 7.3 Spektralsitze fiir Matrizen

~1 -1\ ) 1
Eig,(—1) =Sp L{,]0 , Eigy(2)=5p | 1
0 L)) 1
—1 -1 1
Seien v; = 1 |,vo=1 0 | und v3 = | 1 |. Bemerken Sie, dass die Theorie uns
0 1 1

sagt, dass Eig,(—1)L Eig4(2), was sich in diesem Beispiel leicht {iberpriifen lasst. Wir

wenden Gram-Schmidt auf beide Eigenrdume an. Fiir Eig,(2) bedeutet das nur, vs zu

1
normalisieren, was in e3 = \/Lg 1 | resultiert. Fiir Eig 4(—1) gibt uns der Gram-Schmidt
1
-1 -1
Algorithmus die Vektoren e; = \% 1 | und ey = \/Lg —1 |. Wir haben
0 2
-1 — e — I
-1 =|— e —|Ale e e
o) \— e ) \1 | |

Die geometrische Bedeutung ist, dass beziiglich des kartesischen Koordinatensystems
(€1, €9, e3) die Abbildung m 4 einfach eine Punktspiegelung in der (e, e2)-Ebene durch
den Ursprung ist (d.h. fiir v = ae; + bes ist Av = —v) zusammen mit einer Streckung

mit Faktor 2 in der esz-Koordinate.

Das geometrische Gegenstiick zu Satz 7.3.2 ist die sogenannte Hauptachsentransfor-
mation: Sei A eine symmetrische reelle Matrix (bzw. selbstadjungierte lineare Abbil-
dung eines euklidischen Vektorraums). Die orthonormale Basis, welche durch den Satz
7.3.2 gegeben ist, bildet ein kartesisches Koordinatensystem, in welchem A durch eine
Skalierung/Streckung von jeder Achse mit (voneinander unabhéngigen) reellen Fakto-
ren agiert. Uber klassische wunderschéne Anwendungen von diesem Satz kénnen Sie
auf de.wikipedia.org/wiki/Hauptachsentransformation mehr lesen. Dort finden Sie un-

ter anderem auch Beschreibungen der folgenden Bilder:
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Figur 7.1: Hauptachsen einer Ellipse in Figur 7.2: Hauptachsen eines Hyperbo-
R2. Quelle: Wikipedia.? loids in R3. Quelle: Wikipedia.*

Beispiel 7.3.4. Lassen Sie mich eine grundlegende Anwendung in der Analysis skiz-
zieren. Wir kennen alle den ,, Test der zweiten Ableitung” aus der Analysis®: Fiir glatte
Funktionen f: R — R und @ € R mit f’(a) = 0 gilt: f hat ein lokales Maximum in a
falls f”(a) < 0 und ein lokales Minimum falls f”(a) > 0.

Fiir Funktionen in mehreren Variablen kénnen wir etwas dhnliches beweisen, und
dabei etwas iiber die Geometrie von lokalem Verhalten lernen. Fiir glatte f : R" — R
gilt fiir alle 2° € R™

F(@) = F@) + (TS, = 2% + (2 = )T (Hy(a) (@ = 2°) + O (||le = 2°||") .

8:131 ’ ’ amn 811833]
sogenannte Hesse-Matrix von f ist. Der Gradient V f, bzw. die Hesse-Matrix Hy, sind

T
wobei Vf(z) = (ﬁ ﬁ) der Gradient von f und Hy(x) = ( of (:L’)) ~die
i.j

die Analogon in der mehrdimensionalen Differentialrechnung zur ersten bzw. zweiten
Ableitung.

Nehmen Sie an, dass V f(2") = 0 € R". Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit (mit
g(z) := f(x+ 2")) konnen wir annehmen, dass z° = 0 € R". Dann gilt laut (7.3.4) mit
2% =0 und Vf(0) = 0, dass

fa) = £0)+ 2" Hp(0)z + O (|]z]*) -

4Attribution: Ag2gaeh, CC BY-SA 4.0 <https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0>, via
Wikimedia Commons
5Der Einfachheit halber beschreiben wir ihn hier nur fiir glatte Funktionen
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Da H;(0) symmetrisch ist, folgt aus dem Spektralsatz, dass es eine orthogonale Matrix
O € O(n) und Ay, ..., A\, € R gibt mit

)\1 )\1
e"H(0)r = 27O Ox = (Ox)" Ozx.

Y1
Fassen wir y = : := Oz als neue orthonormale Koordinaten auf. In anderen

Yn
Worten y, ..., y, bilden ein kartesisches Koordinatensystem. Damit gilt

At Y1
Fo) =0+ (- owm) | o)

= £0)+ Y A2+ 0 (lyl)

i=1

(wir werden spéter sehen, dass ||Oz|| = ||z|| und somit O (HyH?’) =0 (Ha:|]3))
Es folgt, dass wir entlang der y-Koordinate eine Parabel der Form \;y? sehen und
dass wir ein Maximum in 0 haben, falls \; < 0 fiir alle © = 1,...,n und ein Minimum,

falls \; > 0 fiir allez =1,...,n.

Bemerkung 7.3.5. Grob gesagt, wenn man die Argumentation aus Beispiel 7.3.4 auf
Polynomfunktionen zweiten Grades p : R?> — R (in 2 Variablen) oder p : R® — R
(in 3 Variablen) anwendet, bekommt man die klassischen Anwendungen, die im obigen
Wikipedia-Link gegeben sind (siehe Figuren 7.1 und 7.2).

Bemerkung 7.3.6. Man kann mit mit unserem euklidisch-unitdr Wérterbuch (Seite 243)
diese Hauptachsentransformation auch fiir unitare Vektorrdume und normale Abbildun-
gen iibersetzen. Wir haben es {iber R geschrieben, da es historisch iiber R formuliert

war.

Symmetrische reelle Matrizen (bzw. hermitesche komplexe Matrizen) fithren zu sym-
metrischen Bilinearformen (bzw. Sesquilinearformen). Wir werden &hnliche Probleme
und Ideen wie oben in diesem Kontext wieder behandlen, wenn wir Bilinear- und Ses-
quilinearformen untersuchen. Jetzt mochten wir Abbildungen betrachten, die sowohl

die Vektorraumstruktur als auch das Skalarprodukt erhalten.
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7.4 Orthogonale und unitiare Abbildungen

Wir kommen nun zum zweiten Thema dieses Kapitels und befassen uns mit der
folgenden natiirlichen Frage: Wenn V' ein Skalarproduktraum ist, was konnen wir iiber
lineare Abbildungen T : V' — V aussagen, die das Skalarprodukt erhalten? Zuerst

geben wir eine Definition, um genau zu beschreiben, was wir damit meinen.

Definition 7.4.1. Sei V' ein Skalarproduktraum iiber F. Ein Endomorphismus 7" €
End(V') heisst orthogonal falls F = R (bzw. unitdir falls F = C), wenn

Vo,we Vo (Tv,Tw) = (v,w).

In beiden Féllen nennen wir T auch eine Isometrie.

Beispiel 7.4.2. Die Identitdtsabbildung Idy, sowie Rotationen und Spiegelungen in
R? sind orthogonal.

Wir mochten sagen, dass eine Matrix A € M,,»,,(IF) orthogonal (bzw. unitér) ist, falls
ma € End(F") orthogonal (bzw. unitér) ist im Sinne von Definition 7.4.1. Die Leser
sollten sich nun beschweren, da wir orthogonale und unitdre Matrizen in Definition
6.4.13 bereits definiert haben. Aber keine Sorge, wenn wir den folgenden Satz fiir V- = F”
mit dem Standard-Skalarprodukt anwenden, sehen wir, dass beide Definitionen gleich

sind.

Satz 7.4.3. Sei (V,(,)) ein endlich-dimensionaler Skalarproduktraum mit induzierter

Norm ||-||. Fir T € End(V') sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(1) Fir allev eV gilt |[Tv| = ||v|].
(2) Fir alle u,v € V gilt (Tu,Tv) = (u,v).

(8) Fir jedes orthonormale System ey, ..., ey ist Teq,...,Tey auch ein orthonormales

System.

(4) FEs ezistiert eine orthonormale Basis ey, . .., e,, sodass Tey, ..., Te, auch orthonor-

mal ist.
(5) T*T = 1dy.
(6) TT* =1dy.
(7) T* =T

(8) Fir allev eV gilt |T*v| = ||v]].
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Beweis. Bemerken Sie zuerst, dass (5), (6) und (7) dquivalent sind, da das rechtsinverse
und das linksinverse Element in einer Gruppe gleich sind (die Gruppe die wir hier
betrachten, ist die multiplikative Gruppe vom Ring End(V)).% Fangen wir jetzt mit
dem Beweis an:

(1)=(2): Ubung 6.1.10 zeigt, dass man das Skalarprodukt durch Normen berechnen
kann. Daher folgt (2) aus (1). Wir schreiben das Argument fiir F = R:
(Tw, Tw) =

(17w + Twl* = | Tol* = [ Twl) = 5 (IT(w + w)lI” = [|Tv]* — | Tw]?)

DN | —

9,

2 2 2
(o +wl” = 1lvl” = w]”) = (v,w),

| =N —

wobei die erste und die letzte Gleichheit aus Ubung 6.1.10 folgen.
(2)=(3): Sei ey, ..., e, ein orthonormales System. Dann gilt fiir alle 1 <i,j <k
) _
<T€Z',T€j> = <€i7€j> = 5ij7
also ist Teq, ..., Tey auch ein orthonormales System.
(3)=-(4): Eine Orthonormalbasis ey, .. ., e, existiert laut Satz 6.4.7 (Gram-Schmidt),
da dim V' < oo. Dann folgt (4) aus (3).

(4)=-(5): Sei (ey,...,e,) eine orthonormale Basis, sodass (Tey, ..., Te,) auch ortho-

normal ist. Es gilt fiir alle 1 <i,5 <n
<€i> €j> = 61’]’ = <T€i, T€j> = <€i; T*T€j> .

Da ey, ..., e, eine Basis ist, folgt aus der Linearitdt des Skalarprodukts in der ersten
Variable, dass
YoeV (v,e;) = (v,T"Tey).

Daher gilt geméss Lemma 6.1.6 e; = T*Te; fur j =1,...,n. Da (ey,...,e,) eine Basis
ist, folgt T*T = Idy . Dies zeigt (5)

Wie schon gesagt sind (5), (6) und (7) dquivalent. Wenn wir jetzt (5), (6) und (7)
annehmen, dann erhalten wir fiir alle v € V', dass

(Tw, Tv) = (v, T*Tv) 2 (v, Idy(v)) = (v, 0) .

Dies impliziert (1) und zeigt somit die Aquivalenz von (1) bis (7). Die Aussagen (1)
und (5) auf den Endomorphismus 7* angewendet sind genau die Aussagen (8) und (6)
(unter Verwendung von (7%)* = T'). Also folgt (8)<(6) aus (1)< (5). O

Eigentlich haben wir diese Tatsache nur als Ubung gelassen. In diesem Kontext kann man auch
lineare Algebra benutzen: Aus T*T = Idy folgt, dass T™ surjektiv und T injektiv ist. Laut dem
Rangsatz sind beide bijektiv (da dim V' < o). Da beispielsweise T' bijektiv ist, folgt T-! = T* und
dann auch T o T* = Idy .
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Bemerkung 7.4.4. Aus (5), (6) und (7) folgt, dass jede orthogonale/unitére Transfor-

mation normal ist.

Bemerkung 7.4.5. Uber R kann man bei (2) an die Erhaltung von Lingen und Winkeln

denken.

Beispiel 7.4.6 (Satz 7.4.3 fiir Matrizen). Erinnern Sie sich, dass unsere Definition
von orthogonalen /unitédren Matrizen besagte, dass die Spalten eine Orthonormalbasis
bilden. Die Lemmas 6.4.15 und 6.4.16 besagen, dass fir A € M,,.,(R)

A ist orthogonal <= ATA=1, = AAT =1, < A1 =AT

und fiir A € M, «,(C)

Adst unitir <= ATA=1, «— AA =1, «— A1 =4"

gilt. Dies entspricht genau der Aquivalenz von (4), (5), (6) und (7), wenn man in (4)
die Standard-Basis verwendet. Die anderen Aquivalenzen besagen, dass A orthogo-
nal /unitér ist genau dann, wenn [|Av|| = ||v|| fiir alle v € F™ gilt (dies entspricht (1))

und genau dann, wenn (Av, Aw) = (v, w), und analog fiir a’.

Ubung 7.4.7. Sei V ein endlich-dimensionaler unitirer Vektorraum.

(a) Nehmen wir an, dass es fiir 7' € End(V') eine orthogonale Basis von V' gibt mit
Te; = M\e;, wobei \; € C mit |A\;| = 1, fiir alle i = 1,...,n. Zeigen Sie, dass T'

unitar ist.
(b) Zeigen Sie, dass jeder unitdare Endomorphismus 7' € End (V') von dieser Form ist.

Lésung (Skizze). Fir (a) zeigen Sie, dass T' die Aussage (4) von Satz 7.4.3 erfiillt. Dafiir
muss man lediglich zeigen, dass Ajey, ..., A\,e, auch eine orthonormale Basis ist (hier
benuzt man dann, dass |\;| = 1).

(b) folgt aus dem Spektralsatz: Sei T' unitar. Aus Bemerkung 7.4.4 folgt, dass T'
normal ist, also gibt es laut dem Spektralsatz 7.2.3 eine orthonormale Basis aus Eigen-
vektoren von T'. Benutzen Sie nun (1), (2) oder (4) von Satz 7.4.3, um zu zeigen, dass

die entsprechenden Eigenwerte den Absolutbetrag 1 haben miissen. O

Proposition 7.4.8. Sei T' € End(V), wobei V' ein endlich-dimensionaler Skalarpro-

duktraum ist, und sei B eine orthonormale Basis von V. Dann gilt:

T ist orthogonal/unitir <= [T ist orthogonal/unitdr.
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Beweis. Laut der Aquivalenz von (2) und (6) in Satz 7.4.3 ist T' orthogonal /unitéir

genau dann, wenn 77" = Idy, also genau dann, wenn

—7T

I'=[ldv]s = [TT"]s = [T]s[T"]s = [T1s[T]5
also genau dann, wenn [T'|z orthogonal /unitar ist. O

Es ist hochste Zeit, einige wichtige Gruppen einzufiihren:

Definition 7.4.9. Die Menge
O(n) = {A € M,,,n(R) | Aist orthogonal} = {A € M,.,(R) | A™t = AT}
heisst die orthogonale Gruppe,
SO(n) ={A € M,x,(R) | A€ O(n), det A =1}
heisst die spezielle orthogonale Gruppe und
U(n) = {A € Myy,,(C) | Aist unitir} = {4 € Myxn(C) | AL =A"}

heisst die unitdre Gruppe.

Proposition 7.4.10. Diese Mengen sind in der Tat Gruppen beziiglich der Matriz Mul-
tiplikation. Die ersten zwei sind Untergruppen von GL,(R) und die letzte von GL,(C).

Beweis. Beweisen wir es fiir U(n): Wenn man sich noch daran erinnert, was eine Un-
tergruppe ist, bemerkt man, dass es geniigt zu zeigen, dass I, € U(n) (was klar ist)

und dass
AeU(n) = A 1'eUn),
A, BeU(n) = AB e U(n).
Fiir die erste Implikation sei A € U(n). Laut der Definition von U(n) ist A™' = ar

und somit ist

—T o
(A_l)fl — A :ZT _ A_lT’
was zeigt, dass A~' € U(n). Fiir A, B € U(n) folgt die zweite Implikation aus
(AB)' =B A =B'A" = (A-B)" = (4B) . O

Wir zeigen nun, dass diese drei Gruppen kompakt sind. Diese Eigenschaft ist sehr

niitzlich in vielen Bereichen der Mathematik und Physik, welche Thnen im Verlauf des
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Studiums begegnen werden: Die Darstellungstheorie ist fiir kompakte Gruppen am ein-
fachsten unter allen unendlichen Gruppen, Dynamik ist auch einfacher auf kompakten
Gruppen, und es giabe noch viele weitere Beispiele. In vielerlei Hinsicht sind kompakte
Gruppen ahnlich zu endlichen Gruppen. Es ist auch interessant zu sehen, wie diese
Gruppen eine wichtige Rolle in verschiedenen Matrixzerlegungen spielen (vgl. Beispiel
6.4.21).

Proposition 7.4.11. Die Gruppen O(n), SO(n), U(n) sind kompakte Teilmengen von
Mysn(R) (bzw. My, (C)).

Beweis. Wir beweisen es fiir O(n). Aus der Analysis wissen Sie, dass eine Teilmenge
von R™ genau dann kompakt ist, wenn sie abgeschlossen und beschrankt ist. Erin-
nern Sie sich ausserdem an die Identifizierung M, «,(R) = R™. Unter dieser Identi-
fizierung erhalten wir aus der Standard-Norm auf R™ (diejenige, die vom Standard-
Skalarprodukt auf R" induziert wird) auch eine Norm auf M, ,,(R), namlich ist fiir
A = (aij)ij € Mpxn(R)

1Al =

Somit geniigt es zu zeigen, dass O(n) abgeschlossen ist und dass alle Elemente von O(n)
uniform beschrénkt sind beziiglich der obigen Norm. Betrachten Sie die Eintrége einer
Matrix A = (a;;)1<ij<n als Variablen: Die Bedingung AAT = I, ist dquivalent zu n?
Polynomgleichungen in den Variablen a;; und O(n) ist genau die Losungsmenge dieser
Gleichungen. Da Polynome stetig sind, ist diese Losungsmenge abgeschlossen.”

Fiir Beschranktheit von O(n) erinnern Sie sich, dass die Spalten einer Matrix A =

(aij)i; € O(n) ein Orthonormalsystem bilden und insbesondere normiert sind. Wir

schreiben v; = (a1, ..., a,;)" € R™ fiir die Spaltenvektoren von A. Es folgt, dass
1AIP =D lag? = |lul® =n.
j=1 i=1 j=1 :’1'/
Somit ist ||A]| = y/n fiir alle A € O(n), was die Beschranktheit zeigt. O

7.4.1 Klassifikation der Elemente in O(2), SO(2), O(3) und SO(3)

Wir méchten alle Elemente von O(2) und O(3) klassifizieren und geometrisch ver-

stehen. Erinnern Sie sich zuerst an den folgenden Fakt:

Lemma 7.4.12. Fulls A € O(n) und X ein Eigenwert von A ist, so ist A = £1.

"Die Losungsmenge ist das Urbild einer abgeschlossenen Menge unter einer stetigen Funktion und
somit abgeschlossen.
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Beweis. Sei v € R" ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \. Es gilt
(v,v) = (Av, Av) = (Av, W) = X (v, v),

also ist A\ = 1 und somit entweder A = 1 oder A = —1. O
Proposition 7.4.13. Sei A € O(2).

(1) Falls |A| =1, dann existiert 8 € [0,27), sodass

- (C?S@ —sin@) _ R,
sinf  cosf
Geometrisch ist Ry eine Rotation um den Winkel 0 in R2.

(2) Falls |A| = —1, dann existiert 0 € [0,27), sodass

A CF)SH sin @ _ R, 1
sinf —cosf -1

und A ist orthogonal diagonalisierbar. Ausserdem ist beziiglich der Basis

cos & oS
B = (vi,v2) = ((sing) ’ <sin(( )>>>

1
die Darstellungsmatriz von ma gegeben durch [mals = ( 1) .

D oI

+
_|_

CIERYIE

Beweis. Aus Satz 7.4.3 wissen wir, dass ||Ae;|| = 1. Folglich existiert 6 € [0,27) mit

S11

0
Aey = (C_OS ) Wir wissen auch, dass Ae; L Aes und ||Aes|| = 1. Dies impliziert, dass

cos sinff  cosf

—sinf 0 —sind
e cntweder Aey = ( S ), in diesem Fall ist A = (COS S ) =: Rp und
|A| = cos? 6 +sin® 6 = 1,

sin 0

0 in6 1
e oder Aey = , in diesem Fall ist A = C?S S =Ry -
—cos b sinff —cosf -1

und |A| = —1.

Im zweiten Fall konnen Sie berechnen, dass die Vektoren v; und vy tatséchlich Ei-
genvektoren von A zu den Eigenwerten 1 und —1 sind, mithilfe von trigonomischen

Identitaten. Wir konnen aber auch geometrisch argumentieren:
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Fiir ¢ € [0,27) sei v, = (COS(’D

und vy = v

) ein Einheitsvektor in Richtung ¢. Also ist v = v

0
sin @ 2

o . Bemerken Sie, dass
2

VB

1
R Vo, = = R V_6 7 =V _n = —Vo,=. D
0 —1) =272 s 272 213

Korollar 7.4.14. Falls T' ein orthogonaler Endomorphismus eines 2-dimensionalen

reellen Skalarproduktraums V ist mit det'T' = —1, dann existiert eine Orthonormalbasis

B von V mit [T]g = (1 1).

Beweis. Laut Proposition 7.4.8 ist [T]g € O(2) mit det[T]g = detT = —1. Laut
Proposition 7.4.13 (2) hat [T|p jeweils einen Eigenvektor zu den Eigenwerten 1 und
—1 und laut Ubung 5.2.15 gilt das gleiche fiir 7. O

Proposition 7.4.15. Sei A € SO(3). Dann hat A mindestens einen Figenwert.

e Fulls —1 ein Figenwert von A ist, dann existiert eine orthonormale Basis B von

-1
Rg mat [mA]B = 1
-1
e Fulls 1 der einzige Figenwert von A ist, dann existiert eine orthonormale Basis
1
B = (v1,v9,v3) von R® und 0 € [0,27) mit [malp = 7 > . Geometrisch ist
0

dies eine Rotation mit Winkel 6 um die Achse Sp(vy).
Bemerken Sie, dass in beiden Fdllen 1 ein Eigenwert von A ist.

Beweis. Betrachten wir das charakteristische Polynom p4, welches ein reelles Polynom
von Grad 3 ist. Wir haben gesehen, dass ein solches Polynom eine reelle Nullstelle
haben muss (siche Korollar 1.4.23), also hat A einen Eigenwert A (welcher laut Lemma
7.4.12 entweder 1 oder —1 ist). Sei v; € R? ein normierter Eigenvektor zum Eigenwert

A. Bemerken Sie, dass L = v = {v € R® | v Lv;} my-invariant ist:

veL = 0= (v,v1) = (Av, Avy) = (Av, +v,) = £ (Av,vy)

= (Av,v;) =0 = Av € L.

Weiter wissen wir dank Satz 6.6.3, dass R® = Sp(v;) @ L (und somit dim L = 2).
Bemerken Sie, dass m |z, orthogonal ist und sei (wy, ws) eine Orthonormalbasis von L.
Laut Proposition 7.4.8 ist B = [ma|L](wiw) € O(2).
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e Falls A = 1, dann haben wir beziiglich der Basis B = (v, wy, ws)

1

[mA]B = B )

also ist | B| = |A| = 1. Es folgt aus Proposition 7.4.13 (1), dass 6 € [0, 27) existiert
1

mit [mA]B = R
0

e Falls A\ = —1, dann erhalten wir durch die gleiche Argumentation wie oben, dass
detma|p, =det B=—1.

Laut Korollar 7.4.14 hat m 4|, Eigenvektoren vy, v3 zu den Eigenwerten 1 und —1.
Wir nehmen an, dass v und v3 normiert sind. Es folgt, dass B = (v, v, v3) eine
-1
Orthonormalbasis ist mit [malg = 1 , wie wir zeigen wollten. O
—1

Proposition 7.4.16. Fiir A € O(3)\ SO(3) existiert eine Orthonormalbasis B von R3,

sodass entweder

malp = —1 oder [malp = R fiir ein 6 € [0, 27).
9

Beweis. Bemerken Sie, dass —A = (—13) - A € SO(3). Laut Proposition 7.4.15 existiert
eine Basis B, sodass entweder

[mals = —[m_alp = — =

oder

Satz 7.4.17 (Satz vom Fussball, vergleiche Fischer [7], Seite 307). Bei einem Fussball-
spiel, in dem nur ein einziger Ball verwendet wird, existiert ein Punkt auf dem Ball,

welcher zu Beginn der zweiten Halbzeit am genau gleichen Ort ist wie zu Beginn der
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ersten Halbzeit (wobei wir annehmen, dass der Ball die Form einer perfekten Kugel hat

und bei jedem Anstoss genau in der Mitte des Spielfelds platziert wird).

Beweis. Sei A € O(3) das entsprechende Element zur Bewegung des Fussballs. Im
Falle von det A = —1 sehen wir, dass die einzigen zwei Moglichkeiten eine Spiegelung
entlang einer Geraden oder die Rotation in einer Ebene zusammen mit einer Spiegelung
des orthogonalen Komplements ist. Man kann dies visualisieren und sehen, dass beide
Félle mit einem Fussball nicht moglich sind. Folglich muss det A = 1 sein (ein anderes
Argument ist, dass A die Orientierung nicht &ndern kann, folglich muss det A = 1 sein,
sieche Abschnitt 4.1) und somit A € SO(3). In diesem Fall gibt es laut Proposition
7.4.15 immer einen Eigenvektor zum Eigenwert 1, was genau einem Fixpunkt auf dem
Fussball entspricht.

Eine andere Begriindung, wieso A € SO(3) sein muss, geht wie folgt: Wenn wir
die Bewegung des Fussballs wihrend dem Spiel genau beobachten und den Ursprung
unseres Koordinatensystems immer in der Mitte des Balls behalten, erhalten wir einen
Pfad 7 von der Identitédt zu unserer Matrix A (die Identitét entspricht dem Zeitpunkt
zu Beginn der ersten Hélfte und A entspricht dem Zeitpunkt zu Beginn der zweiten
Hélfte). Die Determinante ist eine stetige Abbildung, welche auf O(3) nur die Werte
1 und —1 annehmen kann. Der Wert der Determinante kann also wihrend des Pfades
v keinen Sprung machen, er bleibt also konstant. Da die Identitdt Determinante 1 hat
folgt, dass auch A Determinante 1 hat und somit in SO(3) ist. O

7.5 Singularwertzerlegung

Intro 1

Wir gehen zuriick zur Diskussion von allgemeinen linearen Abbildungen in Ska-
larproduktraumen. Sei 7" : V. — W eine lineare Abbildung zwischen zwei endlich-
dimensionalen Skalarproduktraumen. Wir suchen nach einem Analogon von Propositi-

on 3.3.37. Diese Proposition besagt, dass es Basen B von V und C von W gibt, sodass

I \ 0,
T B — DT — T r,n T 7
[ ]C ( Om—r,r Om—r,n—r )

wobei 7 = Rang(T"), n = dim(V') und m = dim(W). Das heisst, wenn wir V' und W

durch Basen unserer Wahl darstellen konnen, gibt es eine sehr einfache Beschreibung

fiir T'. Proposition 3.3.39 ist die Matrixform von Proposition 3.3.37 und besagt, dass
fir jede Matrix A € M,x,(F) mit Rang r Matrizen P € GL,,(F) und @ € GL,(F)
existieren, sodass

PAQ = D,. (7.7)
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Erinnern Sie sich (siehe Definition 3.3.35), dass A und D, wie in (7.7) &quiva-
lent heissen. Die Matrizen D,, mit 0 < r < n, bilden eine ,vollstindige Menge von
Reprisentanten beziiglich der Aquivalenzrelation , Aquivalenz®, das heisst jede Aqui-
valenzklasse ist representiert durch D, fiir ein eindeutig bestimmtes® 7.

In Skalarproduktrdumen stellen wir die folgende Frage: Welche Aussage erhalten wir,
wenn wir zusatzlich verlangen, dass die Basen B und C orthonormal sind? In Matrixform
suchen wir ein Analogon von (7.7) mit P € O(m) und @ € O(n) (falls F = R) bzw.
mit P € U(m) und Q € U(n) (falls F = C).

Wir erinnern uns, dass U(n) und O(n) kompakt sind. Somit kénnen wir nicht er-
warten, dass (7.7) fiir orthogonale/unitdre P und @ gilt. Das Analogon von D, muss
Eintrage haben, welche wachsen kénnen.

Dies kann wieder préziser formuliert werden als ein Problem, eine vollsténdige Men-
ge von Reprisentanten zu finden beziiglich einer Aquivalenzrelation. Genauer gesagt

definieren wir:

Definition 7.5.1.

e Zwei Matrizen A, B € M,,x,(R) heissen orthogonal dquivalent, falls P € O(m)
und @ € O(n) existieren mit B = PAQ.

e Zwei Matrizen A, B € M, (C) heissen unitdr dquivalent, falls P € U(m) und
Q € U(n) existieren mit B = PAQ.

Dies sind Aquivalenzrelationen auf M, s, (F). Wir fragen uns, ob wir eine vollstén-
dige Menge von Reprisentanten beziiglich diesen Aquivalenzrelationen finden kénnen.

Die Singularwertzerlegung wird uns genau dies beantworten.

Intro 11

Obwohl das Finden einer einfachen Menge von Reprisentanten fiir die obige Aquiva-
lenzrelation die urspriingliche Motivation fiir die Entdeckung der Singularwertzerlegung
von FEugenio Beltrami und Camille Jordan war, ist die Singuldrwertzerlegung bei wei-
tem die niitzlichste Matrixzerlegung und es gibt viele Anwendungen davon. Betrachten
sie dafiir die entsprechende Wikipedia-Seite fiir einen Uberblick sowie die Kurse in

Numerik. Ohne weitere Umschweife formulieren wir nun diesen Satz:

Satz 7.5.2 (Singuldrwertzerlegung). Sei T': V. — W eine lineare Abbildung zwischen
zwei endlich-dimensionalen Skalarproduktraumen tiber F und sei r = Rang(T'). Dann

existieren orthonormale Basen B = (vy,...,v,) von V und C = (w1, ..., wy,) von W,

8Erinnern Sie sich: 7 = Rang(D,.) = Rang(A4).
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sowie eindeutige reelle Zahlen o1 > 09 > --- > 0, > 0, sodass

T’Ui:Ui’U)i, Z:L...,T’,

Tv; = Ow, 1>

Die o; sind die quadratischen Wurzeln der positiven Eigenwerte von TT* € End(W)
(oder dquivalent von T*T € End(V) ), geordnet nach ihrer Grisse.

Ubung 7.5.3. Zeigen Sie die folgenden Korollare:

01

. . . OT n—r
(a) Fiir T, B,C wie in Satz 7.5.2 gilt [T)5 = ’

Oy

Omfr,r Omfr,nfr

(b) (Matrixform von Satz 7.5.2) Fiir jede Matrix A € M,,,,(C) existieren U € U(m)
und V € U(n) mit

01
- Or n—r —
O-T’
Om—’r,’r‘ Om—r,n—’l‘
wobei gy > --- > 0, > 0 die positiven Quadratwurzeln der Eigenwerte von AA"

sind.

(c¢) Formulieren Sie die analoge Aussage von (b) fiir F = R und beweisen Sie diese.

B

M=U X V

mxn mxm mxn nNxn

U U* = Im

vV V - 1,

Figur 7.3: Visualisierung der Singulirwertzerlegung einer Matrix. Quelle: Wikipedia, °.

9 Attribution: Cmglee, CC BY-SA 4.0 <https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0>, via Wi-
kimedia Commons
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Definition 7.5.4. Die Zahlen o1, ..., 0, (oder o1, ..., Omin(mn)) ™ heissen die Singuldr-

werte von T.

7.5.1 Beweis von Satz 7.5.2

Wir kénnen natiirlich einfach eine orthonormale Basis von V' auswéhlen, aber nie-
mand garantiert uns, dass dann das Bild dieser Basis unter 7' auch wieder eine or-
thonormale Basis sein wird. Die Schliisselidee, um die ,richtige“ Basis (welche nicht
eindeutig ist) zu finden, wird sein, 7" und 7* gemeinsam zu betrachten. Wir werden am
Ende sehen, dass B eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von T*T ist und C eine
Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von T7*. Also miissen wir zuerst 77" und T*T

besser verstehen.

Lemma 7.5.5. Sei T : V — W wie in Satz 7.5.2. Dann gilt:

(1) Rang(T') = Rang(T™).

(2) ker(TT*) = ker(T™).

(8) Im(TT*) = Im(T).

(4) TT* ist positiv semidefinit, das heisst, fir alle w € W gilt (w, TT*w) > 0.
(5) TT* ist selbstadjungiert.

(6) Die Eigenwerte von TT* sind nicht-negative reelle Zahlen.

Beweis. (1): Der Rang einer Abbildung ist gleich dem Rang der Darstellungsmatrix
beziiglich einer beliebigen Basis. Seien also B C V und C C W orthonormale Basen. Es
gilt
Rang T' = Rang[T]5 = RangWT F:%;' Rang[T*]% = Rang T*,
wobei die zweite Gleichheit aus Satz 3.4.1 und dem Fakt, dass komplexe Konjugation
den Rang einer Matrix nicht dndert, folgt.
(2): Die Inklusion ker 7 C ker TT* folgt direkt aus der Definition ders Kerns. Sei

also v € ker T'T™. Es gilt
0=(0,v) = (T'Tv,v) = (T"v, T"v) .

Daher gilt 7*v = 0 und somit v € ker T*, was (2) zeigt.

10Gewisse Autoren lassen auch 0 als Singulirwert zu, dann ist die Anzahl Singuldrwerte immer
gleich min(m, n).
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(3): Die Inklusion Im 7" O Im T'T™ folgt ebenfalls direkt aus der Definition des Bilds.
Aus dem Rangsatz folgt

dimIm7TT* = dim W — dim ker T'T* ® dim W — dim ker T* = Rang T W Rang T
=dimImT.

Somit folgt (3).

(4): Fiir alle w € W gilt (w, TT*w) = (T*w, T*w) > 0 (gemiss Ubung 7.2.6).

(5): Laut Lemma 7.1.3 gilt (T7%)* = (T™)*T™* = TT*.

(6): Da TT* selbstadjungiert ist, sind laut Lemma 7.2.13 die Eigenwerte reell. Sei v
ein Eigenvektor zum Eigenwert \. Es gilt

(4)

0 < (v,TT*v) = (v, \v) = A (v,0v)

und daher ist A > <Uov> = 0 (wobei wir (v,v) > 0 verwendet haben, da v # 0). O

Beweis von Satz 7.5.2. Dank dem Spektralsatz (selbstadjungierte Endomorphismen sind
insbesondere normal) kénnen wir eine orthonormale Basis wy, ..., w,, von W finden,
die aus Eigenvektoren von TT* besteht. Geméss Lemma 7.5.5 (6) sind alle Eigenwer-
te reell und nicht-negativ. Mit einer Permutation der Basiselemente kénnen wir ohne

Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass die entsprechenden Eigenwerte
M2 2> == A; =0
erfiillen, wobei = Rang(77T™*) = Rang(T) (laut (3) von Lemma 7.5.5). Damit ist auch
ker T* 2 ker TT* = SP(Wri1y v oy Wiy).
Wir definieren vy := T*wy, ..., v, := T*w,. Diese erzeugen Im 7T™:

ImT* = Sp(T*wy, ..., T w,, T w41, ..., T wy) = Sp(01,...,0.).
——— ~——

=0 =0

Ausserdem sind die Vektoren o1, ..., 0, orthogonal zueinander: Fiir alle 1 <1, j < r gilt
<’l~}i,1~}j> = <T*w,,T*w]> = <U}“TT*U)]> = /\j (wi,wj> = /\jéij'

Also bilden @y, ..., 9, eine orthogonale Basis'! von ImT* und ||3;]] = VA =: o fiir
1=1,...,r. Weiter ist

Sp(dy,...,5)" = ImT*)* Lj%f;‘a ker T,

"Die lineare Unabhiingigkeit wird von der Orthogonalitiit impliziert, siehe Korollar 6.4.5.
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also ist V' = Sp(?y,...,0,) @ ker T" geméss Satz 6.6.3. Bemerken Sie, dass

dimker7T =dimV — RangT =n —r.

Sei also Uy41, . .., U, eine orthogonale Basis von ker T'. Es folgt, dass (71, ...,0,) eine
orthogonale Basis von V ist. Sei B := (211 = ”%”, ey Uy = ”";—Z” die entsprechende
orthonormale Basis von V. Es gilt fir 1 < <r

on 1 1 1 1
0) =7 (25) = 3700 = L T(Tw) = LT w) = N = o

und fir ¢ > r

T(vQ:T( Ui ): ! T(%;) = Ow,

[oill /- llwil]
wie wir zeigen wollten. Bemerken Sie, dass T die Eigenwerte von TT™ eindeutig be-

stimmt und somit auch die Singularwerte o; > --- > 0, eindeutig sind. ]

Ubung 7.5.6. Zeigen Sie, dass die positiven Eigenwerte von TT* und T*T gleich sind.

Einmal direkt und einmal mithilfe von Satz 7.5.2.

2 3
Beispiel 7.5.7. Die Matrix (0 2) hat die Singulérwertzerlegung

05660 ()

1
Beispiel 7.5.8. Fiir jedes z € R sind die Singuldrwerte der Matrix (0 T) gleich

¢%@+ﬁi¢ﬁ@:m)

Fiir |z| — oo verhalten sie sich asymptotisch wie |x| und |z|~!, wihrend die Faktoren

U und V der Singularwertzerlegung innerhalb der kompakten Menge O(2) bleiben.

Die geometrische Bedeutung von Satz 7.5.2 ist, dass sich jede lineare Abbildung zwi-
schen Skalarproduktrdumen aus orthogonalen/unitdren Abbildungen und einer Skalie-

rung zusammensetzen lasst.

7.5.2 Bildkompression mithilfe von Singularwertzerlegung

Zum Schluss dieses Kapitels schauen wir uns noch eine interessante Anwendung

der Singuldrwertzerlegung an. Wir konnen damit ndmlich Bilder komprimieren. Die

12 Attribution: Georg-Johann, CC BY-SA 3.0 <https://creativecommons.org/licenses,/by-sa/3.0>,
via Wikimedia Commons
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M AV

= a2
N =
M=U-»-V*

Figur 7.4: Geometrische Bedeutung der Singulérwertzerlegug einer 2 x 2-Matrix. Quelle:
Wikipedial?.

Grundidee dabei ist, dass wir ein Bild als eine Matrix anschauen, fiir diese Matrix
eine Singularwertzerlegung ausfithren, dann die kleinen Singulédrwerte ignorieren und
so die urspriingliche Matrix (und somit das urspriingliche Bild) approximieren. Genauer
gesagt, sei A € M,,»,(R), seien o1 > -+ > g, > 0 die Singuldrwerte von A und seien
U € O(m) und V € O(n), sodass

01
T 07" n—r
A=U ’ VT
o
Om—r,r Om—r,n—r
Seien uq, . .., u,, die Spaltenvektoren von U und seien vy, ..., v, die Zeilenvektoren von
V™. Wir haben also
01
| | . L
A _ ' Or,n—r
= U’l e um y
| | o v
— v, —
Om—’/‘,r Om—’r‘,n—r
woraus ersichtlich wird, dass wir die Spalten w,.1, ..., u,, von U und die Zeilen v, 1, ..., v,

von VT wegwerfen konnen, da diese sowieso mit Null multipliziert werden. Ausserdem

kénnen wir auch gleich alle Nullen in der mittleren Matrix loswerden:

| | o1 — U —
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Wir kénnen nun aber noch weiter gehen, und ab hier stellen wir die Matrix A nur noch
naherungsweise dar. Da die Singularwerte der Grosse nach geordnet sind, sollte es nicht
allzu viel &ndern, wenn wir die letzten paar Singulérwerte durch Null approximieren.
In diesem Fall kénnen wir dann auch (aus dem gleichen Grund wie zuvor) die letzten
paar Spalten von U sowie die untersten paar Zeilen von V7 wegwerfen. Wenn wir also

ein 0 < k < r auswahlen, bekommen wir eine Annéherung fir A:

| 1\ [ —u
Axlu o

| | Ok — Ve —

Bemerken Sie, dass insbesondere die Dimensionen von A und von dem Matrixprodukt
auf der rechten Seite iibereinstimmen. Je héher wir & wéahlen, desto besser wird A
approximiert. Je tiefer wir & wéhlen, desto weniger Speicherplatz benotigt unsere An-
naherung. Genauer gesagt: Fiir die Matrix A miissen wir m - n Eintrdge speichern, fiir
die Anndherung n - k + k + m - k. Wie viel Speicher wir dabei sparen, hiangt von n,
m und k ab. Zum Beispiel fiir n = m und k = {j erhalten wir n? Eintrige fiir A und
g‘—; + 15+ ’1‘—; = %2 + 15 Eintrége fiir die Annéherung, also wird die Grosse auf etwa einen
Fiinftel verkleinert.

Nun wollen wir diese Uberlegungen auf die Bildkompression anwenden. Betrachten

wir dazu als Beispiel das folgende Bild des ETH-Hauptgebaudes:

Figur 7.5: Das ETH-Hauptgebaude

Die Auflésung dieses Bilds betragt 564 x 240 Pixel. Jedes Pixel wird représentiert
durch drei Zahlen zwischen 0 und 255, welche den Rot-, Griin- und Blauanteil dieses
Pixels beschreiben. Wir kénnen das Bild also auf dem Computer speichern als drei
Matrizen R, G, B € Mayoxs64(R). Wir konnen diese drei Matrizen jeweils mit dem oben
beschriebenen Verfahren komprimieren und dann wieder zu einem Bild zusammenset-
zen. Dadurch erhalten wir eine Kompression des Bilds. Fiir das Originalbild benétigt
man 3 - 564 - 240 Zahlen. Wenn wir fiir die Matrizen R, G, B eine Singuldrwertzerle-
gung ausfiihren und jeweils die grossten k Singuldrwerte behalten, so miissen wir noch
3-(564k+k+240k) = 3-805k Zahlen speichern. Wir schauen uns nun die komprimierten

Bilder fiir verschiedene Werte von &k an:
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Das Bild mit 100 Singularwerten ist bereits eine ziemlich gute Anndherung an das
3-805-100

Original und es benotigt ~ 0.6 mal so viel Speicherplatz wie das Originalbild.

564-24
Fiir grossere Bilder (Z.B.3 El)%QOOx 1080) geniigen 100 Singuldrwerte oft auch und in
diesem Fall ergibt das eine noch bessere Kompressionsrate. Fiir eine ausfiihrlichere
Beschreibung dieser Anwendung konnen Sie das Dokument Image Compression using
Singular Value Decomposition (SVD) von Brady Mathews lesen. Dort ist auch der
Matlab Code zu finden, den wir fiir die Kompression von unserem Beispielbild benutzt
haben.

Das Erstaunliche an dieser Anwendung ist, dass wir Matrizen normalerweise als
Beschreibung einer Transformation zwischen Vektorrdumen anschauen. Die Matrix hier

stammt aber von einem Bild, was nichts mit einer solchen Transformation zu tun hat.
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Trotzdem konnen wir uns die Theorie der Linearen Algebra zunutze machen, um dieses
Bild zu bearbeiten.

komplex

trigonalisierbar=orth. trigonalisierbar; diagonalisierbar; _ (im Komplexen)

trigonalisierbar=orth. trigonalisierbar; diagonalisierbar; orth. diagonalisierbar (im Reellen)

Figur 7.6: Diese Grafik wurde von Fabian Arnold erstellt.

R+ C  Ubung 7.5.9. [Matrizenmengen| Verstehen Sie das Diagramm 7.6, das heisst:

(a) Verstehen und beweisen'? Sie alle Inklusionen (zum Beispiel, dass alle unitéren

Matrizen normal sind usw.).

(b) Finden Sie Matrizen in allen moglichen Schnittmengen (z.B. finden Sie Matrizen
Aq, Ay, Az, sodass A; invertierbar und normal, A, invertierbar und nicht normal,

Az normal und nicht invertierbar ist).

(c) Bestimmen Sie fiir weitere Matrizenmengen (z.B. reelle und komplexe 1x 1-Matrizen),

wo im Diagram sich diese befinden.

13Einige der Inklusionen sind Sitze die wir bewiesen haben, zum Beispiel ist die Aussage des Spek-
tralsatzes, dass die normalen Matrizen genau die komplexen orthogonal diagonalisierbaren Matrizen
sind. Die Ubung besteht in diesem Fall darin, die entsprechenden Aussagen ausfindig zu machen.
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Changelog: Kapitel 7

24.03: Im Beweis von Lemma 7.1.3 (2) wurde an einer Stelle (S+7™)w zu (S+71")*w

korrigiert.

24.03: Im Spektralsatz iiber C (Satz 7.2.3) wurde spezifiziert, dass der Satz nur

fiir endlich-dimensionale Vektorrdume gilt.
26.03: Bemerkung 7.1.4 wurde hinzugefiigt.
26.03: In Lemma 7.2.5 (3) wurde das Eigenwert zu Eigenvektor korrigiert.

26.03: Im letzten Satz des Beweises von Lemma 7.1.3 (6) wurde 7% 0.S* zu T* o R*

korrigiert.

28.03: Im Beweis von Lemma 7.2.5 (2) wurde in der zweiten Gleichung (7% —
AMdy)(T* — X1dy) zu (T* — X1dy)(T — A1dy) korrigiert.

30.03: Der Titel von Abschnitt 7.3 wurde von ,,Matrizen zu , Spektralsitze fiir

Matrizen“ gedndert.

31.03: In Beispiel 7.3.4 wurde f: R" - R" zu f : R” — R und f(z — 2°) zu f(x)

korrigiert.

09.04: Im letzten Satz des Beweises von Satz 7.2.12 wurde die Referenz von Lemma

7.1.3 zu Lemma 7.2.13 korrigiert.

09.04: In Theorem 7.0.3 (4) wurde PTAP zu PTAP korrigiert.
09.04: Ubung 7.2.17 wurde hinzugefiigt.

15.04: Figur 7.3 wurde hinzugefiigt.

15.04: Die Bildbeschreibung von Figur 7.4 wurde geandert.

17.04: In Satz 7.5.2 wurden T7* € End(V) und T*T € End(W) zu TT* €
End(W) und T*T € End(V) korrigiert. Ausserdem wurde ,die positiven qua-
dratischen Wurzeln der Eigenwerte* zu ,,die quadratischen Wurzeln der positiven

Eigenwerte umformuliert.
17.04: Tm Beweis von Satz 7.5.2 wurde Sp(vy, . .., 0,) zu Sp(0y, ..., 0,) korrigiert.

17.04: In Definition 7.4.9 wurde an einer Stelle M,,«,(R) zu M, «,(C) korrigiert
und die Notation |A| zu det A geéndert.

17.04: In Ubung 7.5.6 wurde das Wort ,,positiven” eingefiigt.
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e 18.04: In Satz 7.5.2 wurde hinzugefiigt, dass B und C orthonormale Basen sind.

23.04: Auf Seite 302 wurde ,,orthogonalen® zu ,,orthogonalen /unitaren“ korrigiert.

27.04: Abschnitt 7.4.1 wurde hinzugefiigt.

05.05: Figur 7.6 und Ubung 7.5.9 wurden hinzugefiigt.

25.06: Im letzten Satz von Proposition 7.4.15 wurde das Wort ,,Eigenvektor zu

,Eigenwert® korrigiert.

27.06: Im Beweis von Proposition 7.4.16 wurde 6 durch ¢ ersetzt.

14.08: Im Beweis von Korollar 7.4.14 wurde das Wort ,,Eigenvektoren* zu ,,Eigenwerten

korrigiert.
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Kapitel 8

Bilinearformen und quadratische

Formen

Einleitung!

Nachdem wir nun schon Experten im Umgang mit linearen Abbildungen sind, ist
das Studium von bilinearen Abbildungen der néchste Schritt. In dieser Hinsicht dienen
bilineare Abbildungen als Briicke zwischen der linearen Algebra und unserem letzten
Kapitel, der multilinearen Algebra. Der Ablauf unserer Reise mit Bilinearformen ist
sehr dhnlich zu unserer Reise mit linearen Abbildungen; nachdem wir sie definiert ha-
ben, werden wir sehen, wie wir sie bezliglich verschiedenen Basen darstellen konnen.
Dann suchen wir wieder besondere (oder besonders einfache) Darstellungen. Es stellt
sich heraus, dass die Struktur aller symmetrischen Bilinearformen ziemlich simpel ist
(wenn wir zum Beispiel iiber einem Kérper mit Charakteristik # 2 arbeiten?, sind alle
symmetrischen Bilinearformen diagonalisierbar!), womit sich die Frage nach einer Klas-
sifizierung aller symmetrischen Bilinearformen iiber einem gegebenen Korper stellt. Ein
Meilenstein ist die Klassifikation iiber R: Dies ist Sylvesters Tragheitssatz.

Bilinearformen haben noch einen Zwilling: Quadratische Formen. Uber Korpern mit
Charakteristik # 2 ist es in einem gewissen Sinne dquivalent, quadratische Formen oder
symmetrische Bilinearformen zu verstehen. Insbesondere klassifiziert Sylvesters Trag-
heitssatz alle quadratischen Formen iiber R. Ich personlich liebe quadratische Formen,
da ihre Klassifizierung iiber QQ ein wunderschoner Teil der Zahlentheorie ist, welcher die
Entwicklung der modernen Zahlentheorie stark beeinflusst hat. Die Leser, die es nicht
erwarten konnen, mehr iiber dieses Thema zu erfahren, kénnen zum Beispiel eines mei-

ner Lieblingsbiicher, ,,Rational Quadratic Forms* von Cassels [6], lesen.

'Wir héren nun wieder auf mit den Markierungen auf der linken Seite, die wir zu Beginn von
Kapitel 6 eingefiihrt haben.

2Falls Sie nicht mehr wissen, was die Charakteristik eines Kérpers ist, schauen Sie es in Definition
1.3.18 nach.
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Bevor wir beginnen halten wir fest, dass wir bereits einige wichtige Beispiele von Bili-
nearformen und ihren zugehorigen quadratischen Formen gesehen haben: Jedes Skalar-
produkt {iber R ist eine symmetrische Bilinearform und die dazugehorige quadratische
Form ist nichts anderes als die induzierte Norm im Quadrat.

Bilineaformen sind also eine Verallgemeinerung von Skalarprodukten, doch wieso
brauchen wir das? Es stellt sich heraus, dass es in manchen Situationen notig ist, analoge
Versionen von Skalarprodukten zu betrachten, in welchen die Positiv-Definitheit nicht
gilt: Ein zentrales Beispiel dafiir ist Einsteins spezielle Relativitétstheorie, wo ein nicht
positiv definites ,Skalarprodukt* auf R?* betrachtet wird (die dazugehorige ,,Norm* ist
x? — x5 — 22 — 22). Wir werden leider keine Zeit haben, weiter auf dieses Beispiel
einzugehen. Die interessierten Leser konnen einen Blick auf [12, Abschnitt 6.7] werfen.

Diese Einleitung ist bereits viel zu lang, also fangen wir nun an!

8.1 Bilinearformen

Sei V' ein Vektorraum iiber einem Korper K.
Definition 8.1.1. Eine Bilinearform auf V ist eine Funktion B : V x V — K, sodass

(1) (Linear in der ersten Variable) Fir alle a, 8 € K und vy, va,v € V ist

B(awvy + pug,v) = aB(vy,v) + fB(vg,v)

(2) (Linear in der zweiten Variable) Fiir alle o, 5 € K und vy, v9,v € V ist

B(v, avy 4+ Bvg) = aB(v,v1) + fB(v,vs)

Eine Funktion mit diesen Eigenschaften heisst bilinear. Falls zuséatzlich gilt
Vo,w eV B(v,w) = B(w,v),

so nennen wir B eine symmetrische Bilinearform.

Beispiel 8.1.2 (Mutterbeispiel). Sei A € M, (K) und wie zuvor identifizieren wir
Mi1(K) mit K. Die Funktion

By: K" x K" = K
(v,w) — vT Aw

ist eine Bilinearform auf K™. Sie ist genau dann symmetrisch, wenn A symmetrisch ist.

Vergleichen Sie dieses Beispiel mit Beispiel 6.2.10.
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Beispiel 8.1.3. Jedes Skalarprodukt auf einem R-Vektorraum ist eine symmetrische

Bilinearform, aber nicht umgekehrt. Zum Beispiel ist B(1 ) eine symmetrische Bili-

—1
nearform auf R?, die kein Skalarprodukt ist.

Skalarprodukte auf C-Vektorrdumen sind nicht bilinear, sondern sesquilinear. Viele
Dinge, die wir in diesem Kapitel beschreiben werden, besitzen ein analoge Versionen

fiir Sesquilinearformen, welche wir manchmal auch beschreiben werden.

Schauen wir zuriick, wie wir lineare Abbildungen oder genauer gesagt Endomor-
phismen 7" : V — V fiir endlich-dimensionale K-Vektorrdume V' untersucht haben:
Wir haben zuerst bemerkt, dass das Hauptbeispiel eines Endomorphismus von K™ die
Multiplikation mit einer Matrix A ist. Dies war Beispiel 3.1.13, welches wir ebenfalls
,2Mutterbeispiel“ genannt haben. Mittels Wahl einer Basis B von V und dem entspre-
chenden Isomorphismus @5 : V' — K", v — [v]g konnten wir 7" durch eine Matrix [T

darstellen, im Sinne von Proposition 3.3.8
YveV [TU]B = [T]B[U]B.

In diesem Sinne haben wir gesagt, dass alle linearen Abbildungen die Multiplikation
mit einer Matrix sind (oder genauer gesagt, alle linearen Abbildungen kénnen durch
die Multiplikation mit einer Matrix représentiert werden). Spater haben wir dann auch
gezeigt, dass jede Wahl einer Basis B von V einen Isomorphismus von Vektorriumen?
End(V) — M, xn(K)

T — [Tg

induziert. Wir méchten nun das gleiche fiir Bilinearformen machen. Wir konnten es wie
in Kapitel 3 machen: Zuerst zeigt man, dass jede Bilinearform auf K™ von der Form wie
in Beispiel 8.1.2 ist. Dann kann man fiir eine gegebene Bilinearform B : V x V — K

auf einem n-dimensionalen Vektorraum V die Bilinearform

B:K"x K" - K
(z,y) = B(x,y) == B(®5'(z), 25" (v))

betrachten. Diese Bilinearform B wird dann durch eine Matrix représentiert wie in
Beispiel 8.1.2. Dieses Mal nehmen wir aber einen kiirzeren Weg und definieren direkt

die Darstellungsmatrix und beweisen ihre Eigenschaften.

Definition 8.1.4. Sei B eine Bilinearform auf einem endlich-dimensionalen K-Vektorraum
V und sei B = (vq,...,v,) eine Basis von V. Die Darstellungsmatrix Mgz(B) von B
beziiglich B ist

Mp(B) := (B(vi,vj))1<ij<n-

3Eigentlich ist es sogar ein Isomorphismus von Ringen, aber das ist jetzt irrelevant.
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Hier ist ein Analogon von Beispiel 3.3.9:

Beispiel 8.1.5. Sei A € M,,»,(K) und &, = (e, ...,e,) die Standard-Basis von K.
Es gilt

Mg, (Ba) = (Bal(ei, ¢)))i<ijzn = (e Aej) ;o = (aij)1zijen = A

Definition 8.1.6. Wir bezeichnen mit Bil(V') die Menge aller Bilinearformen auf V.
Diese Menge besitzt eine natiirliche Vektorraumstruktur mit der folgenden Addition

und Skalarmultiplikation:
VBi, By € Bil(V) Vo,w € V. (By + Bs)(v,w) := By(v,w) + Ba(v, w),

Vae K VB e Bil(V) Yo,w eV (aB)(v,w) = aB(v,w).
Wir iiberlassen es den Lesern, die Vektorraumaxiome zu iiberpriifen.

Proposition 8.1.7. Mit B, V und B wie in Definition 8.1.4 gilt:
(1) Mp(B) ist die eindeutige Matriz mit der Figenschaft, dass

Yo,w €V  B(v,w) = [v];Mg(B)[w]s. (8.1)

(2) Die Abbildung
Up 2 Bil(V) = Myyn(K)
B+ Mg(B)

1st ewn linearer Isomorphismus von Vektorrdumen.

(3) B ist genau dann symmetrisch, wenn Mg(B) symmetrisch ist.

Beweis. (1): Sei also N = (n;;);; eine Matrix mit der Eigenschaft (8.1) beziiglich
B = (v1,...,v,). Wir haben dann fiir 1 <1i,5 <n

8.1
ni; = e} Nej = [vi|5N[v;]s (%D B(v;,vj). (8.2)
Daher ist N = Mg(B), was die Eindeutigkeit zeigt. Es bleibt zu zeigen, dass Mg(B)
die Eigenschaft (8.1) hat. Seien v = > 1" | a;v; und w = > 7 bjv; beliebige Vektoren
in V. Dann gilt

B(U,’UJ) =B (Z a;V;, Z bjl)j) = Z ZaibjB(vi,vj)
i=1 j=1 i=1 j=1
b
M8 (o an) (Blosy) || = WIEMs(B) s
Mult. 1,]
bn
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(2): Aus der Eigenschaft (8.1) folgt, dass zwei Bilinearformen mit der gleichen Dar-
stellungsmatrix gleich sein miissen, also ist Wy injektiv. Betrachten wir eine Matrix
N € M, x,(K). Die Funktion Cy(v,w) := [v]5N[w]s ist eine bilineare Funktion auf V
und laut der Eindeutigkeit aus (1) gilt N = Mp(Cn) = Up(Cy), was die Surjektivitit
von Up zeigt. Also ist Wi bijektiv. Wir {iberlassen die Linearitdt und (3) den Lesern,

als eine Wiederholung des Stoffs aus dem ersten Semester. O

Korollar 8.1.8. Sei B € Bil(V') und seien B,C zwei geordnete Basen von V. Dann gilt
T
Me(B) = ([ldv]i) Ms(B)[ldv]5.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass die rechte Seite die Eigenschaft (8.1) beziiglich der
Basis C hat: Fiir v,w € V gilt

)7 (14v]5)" Ms(B)[1dv]§lwle = (1dv]§[v]e)” Ms(B)[Idy]§wle
2 [olp M (B)uwls
= B(v,w). O

Da wir die Dimension von M, (K) kennen, erhalten wir als direkte Folgerung auch
die Dimension von Bil(V):
Korollar 8.1.9. Falls dimV =n € NU {0}, dann ist dim Bil(V') = n?.

Beispiel 8.1.10. Sei V' = R]z], und betrachten wir die Bilinearform

B:VxV >R
(p,q) = (pa)(—1).

Beziiglich der standard-Basis B = (1,z,2%) von V ist Mg(B) = | -1 1 -1, da
1 -1 1
B(x', 27) = 2 (—1) = (—1)". Laut (8.1) gilt fiir p = az?+br+cund g = dz*+ex+ f

1 -1 1\ /f

pCJ(—l):B(p,q)Z(c b a) -1 1 —1]fe
1 -1 1) \d
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1 00
Beziiglich der Basis C = (1,2 + 1,22 — 1) gilt Mc(B) = |0 0 0|, wie man direkt
0 00

berechnen kann oder durch Korollar 8.1.8:

11 -1\ /1 -1 1)\ /11 -1
Me(B) = (Idy]§)" Ms(B)Idy]5 =10 1 0 1 1 —-1]]o 1 o
00 1 1 -1 1/ \oo 1

Definition 8.1.11. Zwei Matrizen A, B € M, (K) heissen kongruent (zu einander),
falls eine invertierbare Matrix P € GL, (K) existiert, sodass PTAP = B.

Die folgenden Tatsachen sind auch eine gute Wiederholung des Stoffs von LAI, daher

geben wir sie als Ubungen:
Ubung 8.1.12. Zeigen Sie, dass Kongruenz eine Aquivalenzrelation auf M, (K) ist.
Die Bedeutung von Korollar 8.1.8 ist:

fjbung 8.1.13. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum. Zwei Matrizen in M, (K)
sind genau dann kongruent, wenn sie die selbe Bilinearform auf V' darstellen (beziiglich

verschiedenen Basen).

Lésung. Die Richtung <= ist Korollar 8.1.8. Fiir = seien S,T € M, «,(K) mit
S = PTTP fiir P € GL,(K). Sei B eine Basis von V und sei B eine Bilinearform auf
V mit T = Mp(B). Sei C eine Basis von V, sodass P = [Idy]§ (wieso existiert solch
eine Basis C? Man nimmt C = (wy, ..., w,) mit w; = > | p;;v;, wobei P = (p;;) und
B = (v1,...,v,).). Dann gilt laut Korollar 8.1.8, dass S = M¢(B). O

Ahnlichkeit und Kongruenz sind zwei verschiedene Aquivalenzrelationen auf M, ., (K)!
Sogar auf M, (K) gilt

(a) kg (b) <= a=0ba’firein a € K* = K \ {0}
aber
(a) & (b) <= a=b.
Es ist auch einfach, Beispiele in M,,«,(K) fiir alle n € N zu finden.

Beispiel 8.1.14. Sei A = (} %) und betrachten wir die Bilinearform B, auf K?. Sei
B. s = (ae1, bey), wobei (e, e2) die Standard-Basis von K2 ist. Um Mg, ,(B4) zu finden,

konnte man entweder direkt

Ba(aey,aer) Ba(aer,bey)) a?
Ba(bey, ae;) Ba(bey,bey) | —b?
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berechnen, oder mit Korollar 8.1.8 die Matrixmultiplikation

M, (B4) = (I122*) " Mg, (Ba)l1ae” = ( b) (é _01> ( b> - ( —b2>

ausfithren. Somit sind alle Matrizen der Form (“2 _b2) zueinander kongruent, denn sie
stellen B4 beziiglich der Basis B, dar. Wenn man sich erinnert, dass dhnliche Matrizen
insbesondere dieselben Eigenwerte haben, siecht man, dass diese Matrizen normalerweise
nicht dhnlich zueinander sind.

Beziiglich der Basis C = ((1,1)7, (1, —1)T) von R? ist M¢(Ba) = (9
diagonal, und beziiglich C, = ((a,a)”, (a, —a)”) ist Mc,(Ba) = (,2 2 :

270
folgendes:

) auch nicht

2
0
) ) Merken Sie

1. In allen diagonalen Darstellungsmatrizen von B4, die wir gefunden haben, gibt

es genau einen positiven Eintrag und einen negativen Eintrag.

2. Alle Darstellungsmatrizen, die wir bisher gefunden haben, haben eine negative

Determinante.

Konnte man auch andere Darstellungsmatrizen finden mit einer positiven Determinante
oder sogar diagonale Matrizen mit zwei positiven Eintrigen? Die folgende Ubung hilft

uns, dies zu beantworten:
Ubung 8.1.15.

(a) Falls A, B € M, x,(K) kongruent zueinander sind, dann existiert a € K*, sodass
det B = a*det A.

(b) Sprachliche Ubung: Man beschreibt (a) so: ,Die Determinante einer Kongruenz-

klasse von Matrizen ist wohldefiniert bis auf Multiplikation mit Quadratzahlen in

K> Verstehen Sie, was mit diesem Satz gemeint ist.

(c) Skalare in R bis auf Quadrate sind: Positive Zahlen {a* | a € R}, negative Zahlen
{~1-a®|a € R} und {0} = {0-a® | a € R}. Uberpriifen Sie dies und folgern Sie,
dass ('), (* ;) und (') Reprisentanten von verschiedenen Kongruenzklassen
sind. Gibt es Kongruenzklassen, die nicht durch eine dieser drei Matrizen konjugiert

sind? Falls ja, finden Sie Repréasentanten in Diagonalform.

d) Uber R haben wir gezeigt, dass (! ;) und (92) kongruent sind. Uber Fy ist aber
20
(Y1) =('y) und (92) = (39). Kann es sein, dass beide Matrizen kongruent

zueinander sind? Falls nicht, was haben wir falsch gemacht?!

Benutzen Sie fiir die Losung dieser Aufgabe nur den obigen Stoff. Spéter sollten Sie sie

mit Sylvesters Trégheitssatz vergleichen.
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Bevor wir weitere Beispiele geben, fiihren wir die zweite Hauptfigur dieses Kapitels

ein.

8.2 Quadratische Formen

Sei V ein K-Vektorraum.

Definition 8.2.1. Fir B € Bil(V) definieren wir die Funktion ¢g : V' — K durch
gg(v) := B(v,v). Wir nennen ¢p die zugehdrige quadratische Form zur Bilinearform
B. Allgemein nennen wir eine Funktion ¢ : V' — K eine quadratische Funktion, falls
q = ¢p fur eine Bilinearform B € Bil(V). Im Fall von V = K™ und B = By fiir eine
Matrix A € M,x,(K) (sieche Beispiel 8.1.2) schreiben wir g fiir gp,. Konkret heisst
das qa(v) = vT Av fiir v € K™

Ubung 8.2.2. Hier ist eine dquivalente Definition: Eine quadratische Form auf V ist

eine Funktion ¢ : V' — K, welche die folgenden zwei Bedingungen erfiillt:
VAe K q(\w) = Nqv), (8.3)

Die Funktion (v, w) — ¢(v + w) — q(v) — g(w) ist bilinear. (8.4)
Zeigen Sie:
(a) Diese Definition ist tatséchlich dquivalent zu Definition 8.2.1.
(b) Es existiert eine Funktion ¢ : V' — K, die (8.4) erfiillt, aber nicht (8.3).

(c) Falls char(K) # 2 ist, kann man (8.4) mit
1
Die Funktion (v, w) — §(q(v +w) — q(v) — q(w)) ist bilinear. (8.5)

ersetzen.
Beispiel 8.2.3. Wenn B = (,) ein Skalarprodukt ist, dann ist gp(v) = (v,v) = ||[v]|>.

Beispiel 8.2.4. Sei A = (a;;) € My, (K) und (z1,...,2,)" € K". Es gilt

T T

qa = (-Tb cee ,l’n)A = Z Z Qi TiT 5. (86)

i=1 j=1

[y

Tn Tn

Bemerkung 8.2.5. Wenn keine Gefahr der Verwechslung besteht, schreiben wir ab nun
x
qa(xy, ..., x,) fir ga

Tn
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Beispiel 8.2.6. Sei K ein Kérper mit char(K') # 2. Die folgenden quadratischen For-

men auf K? sind gleich:

g1 1y(@y) = z® +2y* + xy,

N =

1
0
U

q/1
(;
2

Was wir in Beispiel 8.2.6 gesehen haben, war kein Zufall und wir verallgemeinern

0y(=,) =2® +2y° +yz = 2° + 2y° + w2y,

——

2 2

N o=

1 1
)(x,y) :x2+2y2—|——:vy+—yx:x2+2y2+xy.

dies nun zu einer Proposition:

Proposition 8.2.7. Sei A € M,,x,(K). Falls char(K) # 2, so existiert eine symmetri-
sche Matriz B € Mx,(K), sodass qa = qp (diese Matriz ist gegeben durch B = #}.

Beweis. Wir definieren B mit Inspiration von Beispiel 8.2.6:
Sei B = (b;;) mit b;; = au+aﬂ fir alle 1 < 4,j < n. Dann ist B symmetrisch und
eine direkte Berechnung mit (8.6) zeigt g4 = qp. O

Beispiel 8.2.8. Falls A € M,,y,,(K) symmetrisch ist, gilt
qa(zy, ... z,) = Z Z Qi TT; = Z apeTy + Z 2a;;x;1;. (8.7)
i=1 j=1 k=1 1<i<j<n

Jetzt fragen wir uns, wie sich die Darstellung einer quadratischen Form dndert, wenn

wir verschiedene Koordinaten betrachten:

Proposition 8.2.9. Sei ¢ = ¢qp, wobei B eine symmetrische Bilinearform auf ei-
nem endlich-dimensionalen Vektorraum V' ist, und sei B = (vq,...,v,) eine Basis
von V. Wir schreiben einen beliebigen Vektor v € V als v =" x;v; und Mg(B) =

(@ij)1<ij<n mit a;; € K. Dann gilt

q(v) = quz8)([V]B) = Qs (@1, - - Zaul‘ + Y 2y (8.8)
1<i<j<n
Umgekehrt sei

p(z1, .. Zam + Z Bijrix; € Klzy, ..., 2,) (8.9)

1<i<j<n
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ein beliebiges homogenes Polynom von Grad 2 in n Variablen* und nehmen wir zusdtz-
lich an, dass char(K) # 2. Dann existiert eine symmetrische Bilinearform B auf V,

sodass (8.8) gilt mit p(xy,...,x,) auf der rechten Seite.

Bemerkung 8.2.10. Man sollte (8.8) so verstehen: qag,(p) ist die Darstellung von g¢p
beziiglich der Basis B.

Beweis. Fiir die erste Aussage setzen wir einfach die Definitionen und unser Wissen

beziiglich Darstellungen von Bilinearformen ein:

g(v) = B(v,v) "2 [0]EMs(B)[v]s = g (@1, - - T0)

8.1.7
n
= Ai; T + 2aijxixj.
i=1

1<i<j<n

(8.10)

Fiir die zweite Aussage betrachten wir die Matrix A(p) = (aij)1<i j<n mit®

o 1=,
a; =% i<j,
5 1>

Wir benutzen Proposition 8.1.7 (2), um eine Bilinearform B mit Mp(B) = A(p) zu
finden. Die Bilinearform B ist symmetrisch, da A(p) symmetrisch ist. Mit diesem B in
(8.10) folgt (8.8) mit p(xy,...,x,) auf der rechten Seite. O

Wenn wir die letzte Proposition auf V' = K" mit der Standard-Basis anwenden,
sehen wir, dass quadratische Formen in gewisser Weise das gleiche sind wie homogene
Polynome in K[xy,...,x,] von Grad 2 (was die , koordinatenabhéngige* Definition von

quadratischen Formen ist):

Beispiel 8.2.11. Sei p ein homogenes Polynom zweiten Grades wie in (8.9). Sei A(p)

wie im Beweis oben. Dann ist die quadratische Form g4, auf K" gegeben durch p.

)()

Bemerkung 8.2.12. Wir werden deshalb quadratische Formen auf K™ und homogene

Falls zum Beispiel p(z,y) = 2% + 2y? + zy, dann ist

1

N |+

N[ =

p(z,y) = q(; §>(x,y) = (z,y) (

Polynome zweiten Grades in K|z, ..., z,] miteinander identifizieren.

4Mit K[x1,...,2,] bezeichnen wir den Ring aller Polynome iiber K in den Variablen x1,...,z,.
Die formale Definition ist analog zur Definition von K[z|, einfach dass wir nun mehrere Unbekannte
haben.

SWir brauchen diese dreifache Fallunterscheidung, weil Bi; nur fiir ¢ < j definiert ist.
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Es ist auch niitzlich zu merken, dass man (falls char(K) # 2) die symmetrische

Bilinearform aus der zugehédrigen quadratischen Form rekonstruieren kann:

Ubung 8.2.13 (Polarisation). Sei K mit char(K) # 2 und B eine symmetrische Bili-
nearform auf V. Zeigen Sie, genau wie Sie in Ubung 6.1.10 (1) gezeigt haben, dass

B(v,w) = = (g5(v +w) — gs(v) — gs(w)) (8.11)

2

Aus dieser Ubung folgt, dass iiber einem Kérper K mit char(K) # 2 das Studium
von quadratischen Formen und symmetrischen Bilinearformen dquivalent ist, zumindest
in dem Sinne, dass wenn wir eine Charakterisierung der einen Menge haben, wir eine
Charakterisierung der anderen Menge erhalten.

Da wir den Begriff einer Darstellung einer quadratischen oder bilinearen Form haben,
stellen wir uns wieder unsere iibliche Frage: Konnen wir eine Basis B finden, beziiglich
welcher unsere quadratische/bilineare Form eine einfache Form annimmt? Wir werden
spiter zeigen, dass fiir eine symmetrische Bilinearform B auf einem K-Vektorraum V',
wobei char(K) # 2, immer eine Basis B von V' existiert, sodass Mp(B) diagonal ist.
Wir konnen sogar noch eine einfachere Darstellung erhalten, wie die néchsten beiden

Ubungen zeigen.

Ubung 8.2.14. Sei K ein beliebiger Korper. Wir definieren die Relation ~ auf K: Fiir
a,b e K sei
a~b < Ja € K* mit a=ba’

(a) Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf K ist.
(b) Zeigen Sie, dass die Aquivalenzklasse® von 0 € K nur 0 enthilt, also [0]. = {0}.

(c) Zeigen Sie fiir K = R, dass {0,1,—1} eine vollstdndige Menge von Repréisentanten
bildet, indem Sie zeigen, dass [1]. = {a € R| a > 0} und [-1]. = {a € R | a < 0}.

(d) Zeigen Sie fir K = C, dass {0, 1} eine vollstdndige Menge von Représentanten
bildet, indem Sie zeigen, dass [1].. = C*.

(e) (Fortgeschritten, aber nicht schwierig) Zeigen Sie (nun wieder fiir einen allgemeinen
Korper K), dass die Menge aller Aquivalenzklassen # [0]. eine Gruppe bilden.
(Hinweis: Die Gruppenmultiplikation kommt von der Multiplikation in K* und

[1]. ist das neutrale Element.) Diese Gruppe bezeichnet man mit K> /(K*)2.

6Falls Sie sich nicht mehr daran erinnern, fiir a € K ist [a]. C K die Aquivalenzklasse von a, also
die Menge aller b € K mit a ~ b.
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(f) Sei K/ ~ die Menge aller Aquivalenzklassen. Zeigen Sie, dass die folgende Abbil-
dung wohldefiniert ist:

det : Bil(V) — K/ ~
B — det(B) := [det Ms(B)].,

wobei B eine beliebige Basis von V ist.

Bemerkung 8.2.15. Natiirlich ist die obige Definition (normalerweise) nicht die tibliche
Definition der Determinante. Es ist trotzdem niitzlich, einer Funktion den gleichen
Namen zu geben, wenn sie auf diese Weise definiert wird. Dies mag zwar verwirrend
sein, hat aber den Vorteil, dass es daran erinnert, wie die Funktion definiert wurde und

die Leser dazu anregt, iiber die Wohldefiniertheit nachzudenken.

Ubung 8.2.16. Sei K ein Korper, V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und
B € Bil(V) symmetrisch. Nehmen wir an, dass eine Basis B von V' existiert, sodass
Mp(B) diagonal ist (wie schon erwihnt, werden wir sehen, dass dies automatisch erfiillt
ist, wenn char(K) # 2). Sei A C K eine vollstindige Menge von Représentanten

beziiglich der Aquivalenzrelation ~ aus der vorherigen Ubung.

(a) Zeigen Sie, dass es eine Basis C von V' gibt, sodass Mc(B) diagonal ist, mit Ele-

menten von A auf der Diagonalen.

(b) Im Falle von K = R folgern Sie, dass eine Basis B existiert, sodass Mpg(B) diagonal

ist mit nur 1, —1 und 0 auf der Diagonalen.

(c) Im Falle von K = C folgern Sie, dass eine Basis B existiert, sodass Mp(B) diagonal

ist mit nur 1 und 0 auf der Diagonalen.

8.3 Diagonalisierung von symmetrischen Bilinearfor-

men

Sei B eine Bilinearform auf einem K-Vektorraum V. Genau wie bei Darstellungen
linearer Abbildungen mochten wir eine Basis B finden, sodass die Darstellungen von B

oder gp beziiglich B (d.h. Mg(B) und qu,(p)) so einfach wie moglich sind. Wenn zum
al
Beispiel Mp(B) = eine Diagonalmatrix ist, so hat die induzierte quadrati-

an
sche Form auf K" keine gemischten Terme:

QMB(B)(mla e ,an) = Cllﬂ?% + -+ Clnfli'i.

Wir machen deshalb die folgende Definition:
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Definition 8.3.1. Eine Bilinearform B auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum
V heisst diagonalisierbar, falls eine geordnete Basis B von V' existiert, sodass Mp(B)

diagonal ist.

Fiir symmetrische Bilinearformen iiber einem allgemeinen Korper kénnen wir dies

erreichen, abgesehen vom folgenden nervigen Beispiel:

Beispiel 8.3.2. Die Matrix (9 {) € Mayo(FF) ist nicht kongruent zu einer Diagonalma-
trix, also kann die zugehorige Bilinearform B 01 auf F2 nicht diagonalisiert werden.
Man kann dies durch eine Berechnung sehen: Fir P = (%) € GLy(Fy) gilt

T
a b 01 a b _ [ac+ac bec + ad B 0 be + ad B 01
c d 1 0)\e d) \bc+ad bd+bd) \be+ad 0 ~\1 0/’

wobei die letzte Gleichung gilt, weil bc+ ad = det P # 0 und Fy nur zwei Elemente hat.

Satz 8.3.3. Sei B eine symmetrische Bilinearform auf einem endlich-dimensionalen
K-Vektorraum V', wobei char(K) # 2. Dann ist B diagonalisierbar.

Beweis. Obwohl es sich hier nicht um Skalarproduktrdume handelt, ist es niitzlich, die-
sen Beweis als einen alternativen Beweis von Gram-Schmidt zu betrachten (zumindest

von dem Teil des Satzes, der die Existenz einer orthogonalen Basis zeigt).

w

Figur 8.1: Es ist niitzlich, sich ker Q,, als w* vorzustellen, analog zu Skalarproduktriu-
men und Gram-Schmidt.

Wir machen eine Induktion iiber n = dimV. Fiir n = 1 ist jede 1 x 1-Matrix
diagonal, also miissen wir nichts beweisen. Nehmen wir an, dass wir die Aussage fiir
alle Vektorrdaume mit Dimension n — 1 gezeigt haben und sei B eine Bilinearform auf
einem n-dimensionalen Vektorraum.

Nehmen wir zuerst an, dass B(w,w) = 0 fiir alle w € V. Laut der Polarisierungs-
Identitat (8.11) folgt, dass B(v,w) = 0 fir alle v,w € V. Somit ist B die Null-
Bilinearform und insbesondere ist die Darstellungsmatrix von B diagonal (beziiglich
jeder Basis!). Wir kénnen also annehmen, dass ein w € V existiert mit B(w,w) # 0.

Betrachten wir die Linearform

Qu:V - K
v +— B(v,w).

Es gilt Q(w) = B(w,w) # 0, also ist dimker @, = n — 1. Wir schreiben N = ker Q,,
und betrachten B|yxy, welches eine symmetrische Bilinearform auf N ist. Laut der
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Induktionsannahme existiert eine Basis B’ = (v1,...,v,-1) von N, sodass Mg (B|yxn)

diagonal ist. Sei B := (vy,...,v,_1,w) und bemerken Sie, dass B(w,v;) = B(v;,w) =0

fiir « = 1,...,n — 1 aufgrund der Symmetrie von B und der Definition von N. Daher
gilt

0

Mg (B
MB(B): B( |N><N) : ’
0
0 --- 0 |Bw,w)

was eine diagonale Matrix ist. O

Korollar 8.3.4. Sei ¢ = qp eine quadratische Form auf V', wobei B die zugehorige

symmetrische Bilinearform auf V' ist, und nehmen wir an, dass char(K) # 2. Dann

existiert eine Basis B = (vi,...,v,) von V und oy, ..., o, € K, sodass
Yo = invi eV qv)= Zaias?.
i=1 i=1
ai
Beweis. Sei B = (v1,...,v,) so, dass Mp(B) = ( ) Aus Proposition 8.2.9
folgt, dass "
an T n
q() = Qg (21, - -, xn) = (T1,. .., Tp) : :Zaixf. O
a, , i=1

Korollar 8.3.5. Sei K ein Korper mit char(K) # 2. Dann ist jede symmetrische

Matriz N € M, x,(K) kongruent zu einer Diagonalmatriz.

Beweis. Wir diagonalisieren die symmetrische Bilinearform By auf K™ und finden da-

durch eine geordnete Basis B und eine Diagonalmatrix D mit

or. T Bsp.
D = Mg(By) ;%8 (Hdinf,)” Me, (By) [ldia]é, = PTNP. 0

=P

Ubung 8.3.6. Sei g € K[z, ..., x,] eine quadratische Form” auf K™, mit char(K) # 2.
Dann existiert A € GL,(K) und oy, ..., q, € K mit

n W T
¢, yn) = >y}, wobel | 1| =A
i=1

Yn Ln

"Erinnern Sie sich, dass wir quadratische Formen auf K™ mit homogenen Polynomen zweiten
Grades in n Variablen identifiziert haben.
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Hinweis: Schreiben Sie ¢ = ¢y und wenden Sie Korollar 8.3.5 auf NV an. Die gesuchte
Matrix A ist P71

Bemerken Sie, dass der Beweis von Satz 8.3.3 nicht konstruktiv ist, da wir keine
konkrete Methode angegeben haben, wie man einen Vektor w mit B(w,w) # 0 finden
kann. Wir werden spéter eine explizite Methode angeben, wie man eine Diagonalisierung
finden kann. Im néchsten Abschnitt betrachten wir den Fall K = R, wo wir andere
Methoden haben, um eine Diagonalisierung zu finden. Zuvor méchten wir noch zeigen,
dass es in einem konkreten Beispiel jeweils nicht sehr schwierig ist, die Schritte aus dem

Beweis von Satz 8.3.3 auszufiihren.

Ubung 8.3.7. Sei A = (13) € M,,»(F5) (oder iiber einem anderen Kérper K mit
char(K') # 2,3). Diagonalisieren Sie Bg.

Losung. Hier ist es einfach, w € F2 zu finden mit B4 (w,w) # 0. Zum Beispiel ist
Ba(ey,e1) = 1. Betrachten wir wie im Beweis von Satz 8.3.3 die Abbildung

Qel : IF% — ]F5
v+ Ba(v,ep),

also Qe, ((i)) = (x,y) <; ?) (;) =z + 3y. Wir haben also
ker Q¢, = { <_t3t> t e IF5} )

- 1
Dann gilt beispielsweise fiir B = <61, ( 1?’))7 dass Mys(Ba) = (0 08>7 da

n(V)=C (63 ()= (L) -
COED0D ()

Wenn wir diese Berechung iiber R betrachten (oder allgemeiner iiber einem Kérper K,

in dem a € K existiert, sodass a?> = 8, vergleiche Ubung 8.2.14), dann kénnen wir mit

1 1
der Basis C = (el, \/ig ( 3)) die Darstellung Mc(B4) = ( 1) erreichen.
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Bemerkung 8.3.8. Wie wir in der Losung von Ubung 8.1.13 gesehen haben, sind Ahnlich-
keit und Kongruenz sehr verschiedene Relationen. Nichtsdestotrotz, fiir symmetrische
Matrizen iiber R gibt es eine niitzliche Verbindung® zwischen den beiden:

Falls A € M, x,(R) symmetrisch ist, dann existiert laut dem Spektralsatz eine or-
thogonale Matrix P € O(n), sodass

P~ AP diagonal ist. (8.12)

Man konnte also sagen, dass A ,,orthogonal dhnlich* zu einer Diagonalmatrix ist.

Aber wegen P~! = PT zeigt (8.12) auch, dass A kongruent zu einer Diagonalmatrix

.. 1
ist. Wenn wir dies in Ubung 8.3.7 benutzen, kénnten wir zeigen, dass 3 1) kongruent

4 1 3
und dhnlich zu 5 ist. Bemerken Sie, dass 4 und —2 die Eigenwerte von (3 1>

sind. Bemerken Sie auch, dass wir keine Matrix P € O(n) finden kénnen mit

)

Koénnen Sie erklaren, wieso?
Ubung 8.3.9.

(a) Sei K ein Korper mit char(K) # 2. Zeigen Sie, dass fiir eine Bilinearform B iiber
K gilt:
B ist diagonalisierbar <= B ist symmetrisch.

(b) Zeigen Sie, dass in (a) die Richtung = auch fiir char(K) = 2 gilt, <= aber
nicht.

8.3.1 Symmetrisches Gauss Verfahren

Von Satz 8.3.3 wissen wir, dass fiir jede symmetrische Matrix A eine Matrix P €
GL,(K) existiert mit PTAP = D, wobei D diagonal ist. Erinnern Sie sich, dass jede
Matrix P € GL,(K) als Produkt P = T;---T} geschrieben werden kann, wobei T;
Elementarmatrizen sind (Satz 3.6.16). Bemerken Sie auch, dass die Transponierte je-
der Elementarmatrix wieder eine Elementarmatrix ist und dass Links- (bzw. Rechts-)
Multiplikationen mit Elementarmatrizen gewissen Zeilen- (bzw. Spalten-) Operationen
entsprechen (Lemma 3.6.14). Setzen wir P = T} -+ T}, in PTAP = D ein, bekommen
wir

TE(-- - (T3 (T AT)Ty) - - )T = D. (8.13)

8Wir werden sie im néchsten Abschnitt benutzen.
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Das folgende Lemma folgt direkt aus Lemma 3.6.14:

Lemma 8.3.10. In der Notation von Lemma 3.6.14 haben wir

Qij (a)TAQi,j ().

Lj+aL;—L;
° A J J
Cj+aC;—0;

L+~ L;
o AZZH, PLAP,;.
CiHCj § ’

o A2y 6 ()T AS(a).
OéCi—>Ci

Dabei ist es nicht wichtig, ob man die Zeilen- oder die Spaltenoperationen zuerst macht

(da Matrizmultiplikation assoziativ ist).

Unser Fazit lautet: Die Abbildung A +— TT AT, wobei T' eine Elementarmatrix ist,
entspricht einer bestimmten Elementaroperation, die man sowohl auf die Spalten als
auch auf die Zeilen anwendet. Wir nennen solche Operationen symmetrische Elementa-
roperationen. Bemerken Sie, dass wenn wir solche Operationen auf eine symmetrische

Matrix anwenden, diese Matrix symmetrisch bleibt.

Korollar 8.3.11. Die Gleichung (8.13) bedeutet, dass man eine beliebige symmetrische

Matrixz durch symmetrische Elementaroperationen in Diagonalform bringen kann.

Wir geben nun ein Rezept dafiir an. Man konnte dieses Verfahren symmetrische
Gauss’sche Elimination nennen. Bemerken Sie, dass dieses Rezept einen alternativen

Beweis von Satz 8.3.3 gibt.

Rezept

Sei A = (a;;) € Myxn(K) symmetrisch, mit char(K) # 2. Dies ist ein induktiver

Algorithmus. Das Ziel ist, symmetrische Elementaroperationen auszufithren, bis wir

0
A in eine Matrix der Form (%) tiberfithrt haben, wobei A’ eine symmetrische

(n — 1) x (n — 1)-Matrix ist. Danach kann man den Algorithmus nochmals auf A’
anwenden, und so weiter...

Es gibt drei Etappen. Der Anfang ist wie folgt: Existiert ¢ mit a; # 0, dann fangen
Sie mit Etappe 1 an. Sonst fangen Sie mit Etappe 3 an.

Etappe 1: Sei i = min{i | a;; # 0}. Falls ¢y = 1, gehen Sie zu Etappe 2. Falls ig > 1,
vertauschen Sie die erste Zeile mit der 7gp-ten Zeile und die erste Spalte mit der i¢-ten
Spalte (in anderen Worten, ersetzen Sie A durch PleAPLiO). Fiir die neue Matrix gilt
ip = 1 (d.h. der (1, 1)-Eintrag ist nicht Null). Gehen Sie nun zu Etappe 2.
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Etappe 2: Fiihren Sie fiir j = 2, ..., n die Zeilen- und Spaltenoperationen

a1
i LLl — Lj und
a1
a1
G LC’l — Cj
ail

aus. In Elementarmatrizen Schreibweise bedeutet dies, dass wir A durch

T T
—an, —a —a —ap,
Ql,n( 1) ~--@1,2( 21) AQLQ( 21)---Q1,n< 1)
a1 a1 a1 an

ersetzen. Dabel entsteht eine Matrix der Form

a;; |0 -+ 0
0

(%)

Jetzt fangt der Algorithmus wieder von vorne an mit der (n — 1) x (n — 1)-Matrix (x).

Etappe 3: (nur hier benutzen wir, dass char(K) # 2) Falls Sie in dieser Etappe sind,
heisst das, dass a; = 0 fiir alle ¢ = 1,...,n. Dann ist entweder A die Nullmatrix, in
welchem Fall es nichts mehr zu tun gibt, oder es gibt ¢ # j mit a;; = a;; # 0. Fiihren

Sie die Operationen

Ci+Cj%Ci

aus (in Elementarmatrix Notation @Q;,;(1)7AQ;;(1)). Der ii-Eintrag der resultierenden
Matrix ist dann 2a,; # 0 (da char(K) # 2). Cool! Gehen Sie nun zu Etappe 1.

Bemerkung 8.3.12. Falls Sie diesen Algorithmus benutzen wollen, um eine Matrix
P € GL,(K) mit PTAP = D zu finden, dann miissen Sie einfach alle Spaltenope-
rationen, die Sie gemacht haben, auf die Identitédtsmatrix anwenden. Damit berechnen
Sie T'Ty---T), = P.

In der Praxis, arbeiten Sie (wie in Satz 3.6.20) mit der Matrix (A | 1,,), aber stellen
Sie sicher, dass Sie symmetrische Operationen auf A anwenden und nur Spaltenope-
rationen auf I,,, oder arbeiten Sie mit (%), denn auf diese Weise wird I,, nur durch

Spaltenoperationen beeinflusst.

Sie werden dieses Rezept mit einigen Beispielen in der Ubungsstunde besprechen.
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8.4 Bilinearformen iiber R

Wir haben zwei Ziele in diesem Abschnitt. Das erste ist, eine Frage zu beantworten,
welche wir in Kapitel 6 offen gelassen haben: Wann ist eine symmetrische Bilinearform
iiber R auch positiv definit und definiert somit ein Skalarprodukt?

Die Antwort auf diese Frage wird und auch beim zweiten Ziel helfen: Wir méchten
alle quadratischen Formen (oder dquivalent alle symmetrischen Bilinearformen) tiber R

klassifizieren. Dies ist der Inhalt von Sylvesters Trégheitssatz.

Satz 8.4.1 (Sylvesters Tragheitssatz). Sei B eine symmetrische Bilinearform auf einem

n-dimensionalen reellen Vektorraum V. Dann existiert eine Basis B von V', sodass

n

iy

On—(k+0)

fir k, 0 € NU{0}. Ausserdem sind die Zahlen k und ¢ eindeutig durch B bestimmdt.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Existenz einer solchen Basis B. Laut Satz 8.3.3 existiert

eine Basis C = (vq,...,v,) von V und Ay, ..., A\, € R mit

A
Me(B) =
An

Durch eine Permutation der v;’s konnen wir annehmen, dass k,¢ € NU {0} existieren
mit
)\1,...,)\k > 0, )\k+1>---7>\k+£ <0 und )\k+g+1 =-..=),=0.

Wir ,,normalisieren” die v;’s und betrachten nun die Basis

B 1 1
== Viy...y —F7——Vk+40, V44415 --,Un | -
VM| AR
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Laut Korollar 8.1.8 gilt

Ms(B) = ([ldv]E)" Mc(B)[1dy)E =

1 1
AVARSE vV Ml
1 A1 1
v/ Aktel AL
1 A, 1
1 1
I,

= _If ;

On—(k+0)

was die Existenz zeigt.
Wir zeigen nun die Eindeutigkeit von k und ¢. Seien B = (vy,...,v,) und B =

(vi,...,v),) geordnete Basen von V', sodass

Ik ]k’
A= MB(B) = —]g und Al = MB/(B) = —]g/

On—(k40) On— (/401

Wir mochten zeigen, dass k = k" und ¢ = ¢'. Seien

V+ = Sp(”la - 7Uk) und VSO = Sp(karla - avn)7
VI =Sp(],...,v) und VIy=Sp(vp,q,--.,0,).

Fiir 0 #v = Zle a;v; € V4 gilt laut Proposition 8.1.7 (1), dass B(v,v) > 0, da

ay a1
I
a a
B(v,v) = [v|sMg(B)[v]s = ok —I ok =al+-+a; >0.
On—(kt0)
0 0
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Ausserdem gilt laut Proposition 8.1.7 (dieses Mal fiir B') fiir v = 377" ., bv; € VL,
dass B(v,v) < 0:

0 0
I
. 0 0
B(Uﬂj) = [U]B/MB’(B)[U]B’ = — 1y
bk’+1 bk’—H
On— (/e
bn bn

— —(b2/+1 + c e + 62/+£/) S O
Daher ist V, NV, = {Oy}. Laut der Dimensionsformel 2.3.37 (3) gilt
n > dim(Vy ® VZy) = dimVy +dim Vi, =k + (n — k).

Daraus folgt &' > k. Durch eine Ausfiihrung des gleichen Arguments mit V; und V<,
konnen wir zeigen, dass k > k’. Daher gilt £k = k’. Um ¢ = (' zu zeigen, kénnen wir

nochmals dasselbe machen mit

V_ = Sp(Vks1, .-, Vkge) und  Vig = Sp(vi, ..., Uk, Ukges1, .-, Un)

und den analog definierten V' und VZ,. Aquivalent kénnten wir auch —B statt B

betrachten und dann nochmals den gleichen Beweis ausfiihren. ]

Korollar 8.4.2. Sei ¢ = qp eine quadratische Form auf einem n-dimensionalen reellen

Vektorraum V. Dann existieren eindeutige Zahlen k und ¢ mit k+¢ < n und eine Basis

B = (v1,...,v,) von 'V, sodass
n k k+L
Yo = invi eV qv)= fo — Z 2. (8.14)
i=1 i=1 i=k+1
p
Beweis. Wihlen sie eine Basis B mit Mp(B) = =1 . Beziiglich dieser
On—(k+0)

Basis hat ¢ die Form (8.14), was die Existenz zeigt. Die Zahlen k und ¢ sind die Zahlen

aus Satz 8.4.1. Diese sind eindeutig durch B (und somit durch ¢) bestimmt. Falls

man eine andere Basis C findet, sodass ¢ die Form (8.14) annimmt beziiglich C (fiir
I

moglicherweise andere Zahlen £/, ¢'), so folgt Mq(B) = —1Iy und

On—(k+e1)
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daher gilt laut der Eindeutigkeit aus Sylvesters Trégheitssatz &' = k und ¢ = ¢, was
die Eindeutigkeit zeigt. O

Definition 8.4.3. Sei B eine symmetrische Bilinearform auf einem endlich-dimensionalen
reellen Vektorraum V', sei ¢ = ¢qp die zugehorige quadratische Form und seien k, ¢ wie
in Satz 8.4.1. Wir schreiben

und wir nennen

(ry(q),7—(q),7m0(q)) die Signatur von ¢ (bzw. von B),
r+(q) +r_(¢) den Rang von q (bzw. von B),
r+(q) —r-(q) den Index von q (bzw. von B).

Beispiel 8.4.4. Wir kénnen jetzt Ubung 8.1.15 (c) (welche Sie hoffentlich von Hand
gelost haben) losen. Es gibt 6 Kongruenzklassen von symmetrischen 2 x 2-Matrizen,
welche durch die sechs méglichen Signaturen

k=0, (=0 00
00
1
k=1,0=0
0
1
k=2 (=0
1

k=0, (=2 - )
~1

reprasentiert werden. Die abgebildeten Matrizen sind die Représentanten dieser Kon-

gruenzklassen, welche wir durch Sylvesters Tragheitssatz erhalten.

Wir behaupten, dass wir die Signatur einer Bilinearform ablesen kdnnen, indem wir
die Vorzeichen der Eigenwerte einer Darstellungsmatrix betrachten. Der Leser sei aber

gewarnt, dass es keinen Sinn macht, iiber die Eigenwerte einer Bilinearform zu sprechen
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(und auch nicht tiber die Eigenvektoren einer Bilinearform), wie das folgende einfache
Beispiel zeigt. Jedoch macht es Sinn, wie die Eindeutigkeit aus Satz 8.4.1 zeigt, iiber
die Anzahl positiver /negativer /nullwertiger Eigenwerte einer Bilinearform zu sprechen.

Dies werden wir in Proposition 8.4.6 weiter unten verdeutlichen.

1
Beispiel 8.4.5. Betrachten wir nochmals die Matrix A = 1) € Msyo(R) und

die ensprechende Bilinearform B, auf R2. Fiir B,;, = (aey, bes) gilt laut Beispiel 8.1.14

MBa,b(BA> = <a2 _b2> )

Es gibt auch viele andere Basen C, sodass M¢(B4) diagonal ist. Fiir alle o, f € R mit

0?4 5 it fix C = (() | (ﬂ))
I} Q

Wir haben in Beispiel 8.1.14 auch gesehen, dass es eine Basis B von R? gibt mit

Mgp(Ba) = (g 3)

Die Signatur einer Bilinearform kénnen wir ganz leicht mithilfe der nidchsten Aussage

berechnen:

Proposition 8.4.6. Sei B eine symmetrische Bilinearform auf einem n-dimensionalen

reellen Vektorraum V und sei C eine beliebige Basis von V. Dann gilt

ry(B) = Anzahl positiver Eigenwerte von Me(B),
r_(B) = Anzahl negativer Figenwerte von Mc(B),
ro(B) = Anzahl Eigenwerte von Mc(B) die gleich Null sind,

wobei wir die Eigenwerte mit ihrer Vielfachheit® zihlen.

Bemerkung 8.4.7. Der Beweis von Proposition 8.4.6 benutzt den Spektralsatz und den
folgenden Trick, welcher noch allgemeiner formuliert werden kann wie folgt: Wenn zwei
quadratische Matrizen A, B orthogonal dhnlich sind (also 3P € O(n) sodass B =
P~1AP), dann sind sie auch kongruent, da P~! = PT.

9Erinnern Sie sich, dass fiir symmetrische reelle Matrizen die geometrische und algebraische Viel-
fachheit gleich sind, da diese laut dem Spektralsatz diagonalisierbar sind.

331



Kapitel 8.4 Bilinearformen tiber R

Beweis von Proposition 8.4.6. Die Matrix Mc(B) ist symmetrisch. Laut dem Spektral-
satz 7.3.2 existiert P € O(n) mit

At
P"Mc(B)P =
An

Durch Umordnen der Spalten von P koénnen wir annehmen, dass k, ¢ existieren mit
)\1;---7/\k > 0, )\k+17~~-;)\k+£ <0 und )\k+g+1 =..-=),=0.

Also ist k die Anzahl positiver Eigenwerte, ¢ die Anzahl negativer Eigenwerte und
n — (k + () die Anzahl Eigenwerte, die Null sind. Wenn wir P als [Idy]5 darstellen',

kénnen wir Korollar 8.1.8 (Transformationsformel fiir Bilinearformen) benutzen, um

A1
My (B) = ([lav]E) Mc(B)[1v)¥ = P"Me(B)P =
)\n

zu erhalten. Wenn wir B’ wie im Beweis von Satz 8.4.1 normalisieren, erhalten wir

I,
eine Basis B mit Mg(B) = -1, . Die Eindeutigkeit aus Sylvesters
On—(k40)
Tragheitssatz impliziert k = r(B), { = r_(B) und n — (k +{) = ro(B), wie wir zeigen
wollten. O
Ubung 8.4.8.
(a) Zeigen Sie, dass jede symmetrische Matrix A € M,,,(R) kongruent ist zu einer Ma-
I
trix von der Form D = —1Iy . Das heisst, es existiert P € GL,(R)

On—(k+0)
mit PTAP = D.

(b) Zeigen Sie, dass die Matrix P aus (a) so gewdhlt werden kann, dass ihre Spalten

eine orthogonale (aber im allgemeinen keine orthonormale) Basis bilden.

In der nichsten Ubung geht es darum, die analoge Version von Sylvesters Trégheits-

satz liber C zu finden.

Ubung 8.4.9. Sei B € Bil(V) symmetrisch, wobei V ein komplexer n-dimensionaler

Vektorraum ist.

0Djes ist Lineare Algebra I Stoff! Stellen Sie sicher, dass Sie wissen, wie man das macht (vgl. mit
der Losung von Ubung 8.1.13).
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1
(a) Zeigen Sie, dass es eine Basis B von V' gibt, sodass Mg(B) = ( i J )
n—k

(b) Zeigen Sie, dass die Zahl k eindeutig durch B bestimmt ist.
(c) Formulieren Sie ein Analog von Korollar 8.4.2 iiber C.

Bemerkung 8.4.10. Der Beweis von (b) wird einfacher sein, nachdem wir den Stoff des

nachsten Abschnitts gesehen haben.

8.5 Positiv-Definitheit und Freunde

Unser Hauptziel in diesem Abschnitt ist es, positiv definite Bilinearformen /Matrizen
iiber R zu charakterisieren und einfache Methoden zu finden, sie zu erkennen. Wir

fangen aber zuerst {iber einem allgemeinen Korper K an:

Definition 8.5.1. Sei B € Bil(V') symmetrisch, wobei V' ein K-Vektorraum ist. Der

Ausartungsraum von B ist
N(B)={veV |YweV B(v,w) =0}
Proposition 8.5.2. Der Ausartungsraum von B ist der Kern der linearen Abbildung

OV = V*

v s Bo, ). (8.15)

wobei B(v, -) die Linearform w +— B(v,w) bezeichnet.

Beweis. Dass ®p linear ist, folgt aus der Bilinearitat von B. Es gilt per Definition, dass
ker(®p) ={v | B(v,) =0y} ={v | Yw €V, B(v,w) =0} = N(B). O

Definition 8.5.3. Eine symmetrische Bilinearform B heisst ausgeartet falls N(B) #
{0} und nicht-ausgeartet sonst. Die induzierte quadratische Form ¢ = ¢p heisst ent-

sprechend auch ausgeartet oder nicht-ausgeartet, je nachdem welches auf B zutrifft.!!

Proposition 8.5.4. Sei B € Bil(V') eine nicht-ausgeartete symmetrische Bilinearform
auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum V. Dann ist die Abbildung g5 :V — V*

aus (8.15) ein Isomorphismus.

Beweis. Nicht-ausgeartet heisst N(B) = {0}, was laut Proposition 8.5.2 die Injektivitéat
von ¢ zeigt. Da dim(V*) = dim(V), folgt die Aussage aus dem Rangsatz. O

' Manche Autoren verwenden statt ausgeartet auch den Begriff entartet.
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Jetzt konzentrieren wir uns wieder auf Bilinearformen auf reellen Vektorrdumen.

Definition 8.5.5. Eine symmetrische Bilinearform B auf einem reellen Vektorraum V'

heisst
e positiv definit, falls B(v,v) > 0 fiir alle v € V'\ {0}.
e positiv semi-definit, falls B(v,v) > 0 fiir alle v € V.
e negativ definit, falls B(v,v) < 0 fiir alle v € V' \ {0}.
e negativ semi-definit, falls B(v,v) <0 fur alle v € V.
e indefinit, falls es v,w € V gibt, sodass B(v,v) > 0 > B(w,w).

Eine Matrix A € M, «,(R) heisst entsprechend, wenn die zugehérige Bilinearform By
die jeweilige Eigenschaft hat.

Ubung 8.5.6. Zeigen Sie: Eine symmetrische Bilinearform B € Bil(V) ist positiv
definit genau dann, wenn —B negativ definit ist. Formulieren und beweisen Sie die

analogen Aussagen auch fiir die restlichen Begriffe aus Definition 8.5.5.

Proposition 8.5.7. Sei B € Bil(V) symmetrisch auf einem rellen n-dimensionalen

Vektorraum V. Dann gilt:

(1) ri(B) =n <= B ist positiv definit.

(2) r_(B) =n <= B ist negativ definit.

(8) r(B) =0 <= B ist negativ semi-definit.

(4) r—_(B) =0 <= B ist positiv semi-definit.

(5) ri(B) ¢ {0,n} undr_(B) ¢ {0,n} <= B ist indefinit.

Beweis. Sei B = (vy,...,v,) eine Basis von V', sodass

I, (B)
Mg(B) = —1I._ (B

On—(rs (B)+r_(B))

(1): Falls - (B) = n, dann ist Mg(B) = I, und somit gilt fir v =Y " | z;v; # 0

B(v,v) = [v)51,[v]z = Z:ﬂ > 0.
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Falls 7 (B) = k < n betrachten wir vg1:
B(vkt1, V1) = ey Mp(B)egs1 <0,

da es genau der (k + 1) x (k + 1) Eintrag in Mpg(B) ist, welcher entweder —1 (falls
r_(B) > 1) oder 0 (falls r_(B) = 0) ist. Daher ist B nicht positiv definit, was (1) zeigt.
(2) folgt, wenn wir (1) auf —B anwenden.
(3): Falls . (B) = 0, so gilt fiir jedes v =" | xjv; € V

r_(B)
B(v,v) = [v]sMg(B)[v]s = — Z 7 < 0.

Falls 7, (B) # 0, dann ist
B(vi,v1) = el Mg(B)e; =1 > 0, (8.16)

was (3) zeigt.

(4) folgt, wenn wir (3) auf —B anwenden.

(5): Die Linke Seite der zu zeigenden Aquivalenz ist die Verneinung der linken Seiten
von (1)-(4) und die rechte Seite ist die Verneinung der rechten Seiten von (1)-(4). Daher
folgt (5) aus den Aquivalenzen (1)-(4).

Hier ist zum Spass trotzdem ein Beweis der Richtung = von (5):

Falls 0 <7y (B) =k <nund 0 < r_(B) < n gelten, so gilt B(v,v1) =1 > 0 (genau
wie in (8.16)), und

B(vk+1,vk+1) = GZ+1MB€I<:+1 =—-1<0. ]

Fiir viele Anwendungen (vergleiche Beispiel 7.3.4) ist es wichtig zu wissen, wann
eine Bilinearform/Matrix positiv definit ist. Aus Proposition 8.4.6 und Proposition
8.5.7 folgt direkt:

Korollar 8.5.8. Fir eine symmetrische Bilinearform B auf einem n-dimensionalen
reellen Vektorraum V und eine beliebige Basis B von V (bzw. fir eine symmetrische
Matriz A € My«n(R)) gilt:

(1) B (bzw. A) ist positiv definit <= Alle Eigenwerte von Mg(B) (bzw. von A) sind

positiv.

(2) B (bzw. A) ist positiv semi-definit <= Alle Eigenwerte von Mp(B) (bzw. von A)

sind nicht-negativ.

(3) B (bzw. A) ist negativ definit <= Alle Eigenwerte von Mp(B) (bzw. von A) sind

negativ.

335



Kapitel 8.5 Positiv-Definitheit und Freunde

(4) B (bzw. A) ist negativ semi-definit <= Alle Eigenwerte von Mg(B) (bzw. von
A) sind nicht-positiv.

(5) B (bzw. A) ist indefinit <= Mp(B) (bzw. A) hat positive und negative Figen-

werte.

Fiir mehr Anschaulichkeit konzentrieren wir uns nun auf eine symmetrische Matrix
A € M, x,(R). Der allgemeine Fall einer symmetrischen Bilinearform B € Bil(V') folgt
dann durch Wahl einer Basis B und Betrachten von Mp(B).

a
Beispiel 8.5.9. Die Matrix A= | 1 hat das charakteristische Polynom
1

— Q=
Q = =

pa(z) = —(z — (a —1))*(z — (a + 2)). Daher gilt:

'positiv definit falls a > 1,
positiv semi-definit  falls a = 1,
A ist indefinit falls —2<a <1,
negativ semi-definit falls a = —2,
| negativ definit falls a < —2.

Fiir die Formulierung der letzten Bedingung im néchsten Satz machen wir die fol-
gende Definition:

Definition 8.5.10. Sei A = (a;;) € M,x,(R). Die Determinanten der Matrizen

Ay = (aj)1<ij<k nennen wir die Hauptminoren von A.

Satz 8.5.11. Fir jede reelle symmetrische Matriv A € Myx,(R) sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(1) A ist positiv definit.

(2) Alle Eigenwerte von A sind positiv.

(3) Es existiert eine symmetrische invertierbare Matriz S mit STS = 5% = A.
(4) Es existiert eine invertierbare Matriz B mit BT B = A.

(5) Es existiert eine invertierbare obere Dreiecksmatriz R, sodass RT'R = A.
(6) (Hauptminorenkriterium) Alle Hauptminoren von A sind positiv.

Bevor wir mit dem Beweis beginnen, brauchen wir das folgende niitzliche Lemma
fiir den Beweis vom letzten Schritt des obigen Satzes. Ich habe dieses Lemma von |[§]
gelernt.
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Lemma 8.5.12. Sei A € M, «,(R) symmetrisch. Falls es einen Unterraum W C R”

gibt, sodass Balwxw positiv definit ist, dann hat A mindestens dim W positive Figen-

werte.

Beweis. Wir verwenden den Spektralsatz, um eine Orthonormalbasis (v, ..., v,) aus
Eigenvektoren von A zu finden. Seien Ay, ..., \, die zugehorigen Eigenwerte, wobei wir
annehmen konnen dass 0 < k£ < n existiert, sodass Ay, ..., Ay positiv und Agiq1,..., A\,

nicht-positiv sind. Falls £ < dim W, dann ist W N Sp(vgy1,...,v,) # {0} (sonst wére
dim(W + Sp(vk41,.-.,0,)) = dimW + (n — k) > n laut Proposition 2.3.37 (3)), also

existiert ein nicht-trivialer Vektor 0 # w € W mit w = " , | o;v;. Aber dann ist

n T n n n n
U}TAU) = (Z O{Z‘UZ‘> . Z O{j)\j’l}j = Z Z O[Z‘O[j)\j(;ij = Z O[?)\g S O,

i=k+1 j=k+1 i=k-+1 j=k+1 0=k+1

was ein Widerspruch dazu ist, dass Ba|wxw positiv definit ist. Also muss k > dim W

gelten, wie wir zeigen wollten. O]

Beweis von Satz 8.5.11. Wir haben bereits gesehen, dass (1) <= (2).
Fiir (2) = (3): Gemiss dem Spektralsatz existiert O € O(n) mit'?> OTDO = A

A1
und D = ( ) Laut (2) ist A\; > 0 fiir ¢ = 1,...,n. Sei £ nun die Matrix
An

VAT
.V D*, das heisst £ = ( ), und weiter sei S = OT EO. Bemerken Sie, dass
Vi

S invertiertbar und symmetrisch ist: ST = OTET(OT)T = OTFEO = S. Ausserdem ist

STS =5*=0TEOO" EO = OTE?0 = 0"DO = A,
——

=1I,

was (3) zeigt.

(3) = (4): Hier gibt es nichts zu zeigen.

(4) = (5): Betrachten wir die QR-Zerlegung von B (siehe Satz 6.4.18). Dann ist
A= BT"B =R'QTQR = RTR, was (5) zeigt (bemerken Sie, dass R invertierbar ist,
weil B und @ invertierbar sind, denn R = Q~'B).

(5) = (6): Dies folgt aus einer interessanten Beobachtung aus der Matrixmultipli-
kation. Sei Ry der k-te Minor von R (d.h. die Matrix, die analog zu Ay definiert ist,
einfach fiir R statt A). Wir behaupten, dass RY Ry, = A,.

12Genau genommen gibt uns der Spektralsatz 7.3.2 ein P € O(n) und D diagonal mit PTAP = D.
Unser O hier ist dann gegeben durch O := PT. Allgemein sind wir bei solchen Dingen manchmal nicht
ganz so genau. Wenn Sie jedoch eine konkrete Matrix diagonalisieren méchten, miissen Sie natiirlich
aufpassen, dass Sie nicht O und OT vertauschen.
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Es ist viel einfacher, dies anhand eines Beispiels direkt zu sehen, als es formal zu

beweisen. Wir probieren es trotzdem: Fiir 1 <¢ < k, 1 < j < k haben wir

n

aij = Z(RT)M(R)@ = Z(RT)iZ(R)Ejv

=1 /=1

da fiir ¢ > k entweder (RT);; = 0 oder (R);; = 0. Dies beweist unsere Behauptung

(bemerken Sie, dass die zweite Summe nur bis k ist). Daraus folgt
det(Ay) = det(R}) det(Ry,) = det(Ry,)* > 0,

was (6) zeigt (det Ry # 0, denn sonst wére auch det R = 0, da R eine obere Dreiecks-
matrix ist).

(6) = (2): Hier machen wir eine Induktion tiber n. Der Fall n = 1 folgt direkt. Wir
nehmen an, dass (6) = (1) fiir n — 1 und zeigen es fiir n (dies diirfen wir so machen,
weil wir die Aquivalenz von (1) und (2) schon gezeigt haben). Aus der Annahme folgt,
dass A|lwxw positiv definit ist fir W = Sp(ey,...,e,-1). Laut Lemma 8.5.12 hat A
mindestens n — 1 positive Eigenwerte. Da det(A) > 0 (aufgrund des letzten Hauptmi-

nors) und weil det(A) das Produkt aller Eigenwerte ist, muss der letzte Eigenwert auch

positiv sein. Dies zeigt (2) und beendet somit den Beweis. O
a 1 1

Beispiel 8.5.13. Die Matrix A= |1 a 1 | von Beispiel 8.5.9 hat die Hauptminoren
11 a

1

a

det(a) = a, det (611 ) =a*—1, detA=(a—1)*a+2).

Laut der Aquivalenz (1) <= (6) aus Satz 8.5.11 ist A positiv definitiv genau dann,
wenn alle drei Werte positiv sind. Man berechnet, dass dies dquivalent zu a > 1 ist.

Dies bestétigt, was wir in Beispiel 8.5.9 gesehen haben.
Ubung 8.5.14. Wir betrachten die Matrix A aus Beispiel 8.5.13 fiir a = 2.

(a) Benutzen Sie den Beweis von Satz 8.5.11 (2) = (3) mit dem Spektralsatz, um

2

211 1 4 1 1
1 2 1= 3 1 41
11 2 11 4

zu finden.
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(b) Benutzen Sie den Beweis von Satz 8.5.11 (4) = (5), um

1 vZooooo (va /i
] =VE Ve oo i
2

0 O 2

|
|
Ol

zu finden.

Hier ist eine andere amiisante Bedingung, die wir zur Liste von dquivalenten Aussa-

gen in Satz 8.5.11 hinzufiigen kénnen:

Ubung 8.5.15. Sei A € M, «n(R) symmetrisch und

pa=(—1)"(z" + An1 2" V4 ax + ao).

(a) Zeigen Sie, dass A negativ definit ist genau dann, wenn ag, a1, . . ., a,—1 alle positiv
sind.
(b) Zeigen Sie, dass A positiv definit ist genau dann, wenn ag, a1, . . . , a,_1 alternierende

Vorzeichen haben und a,,_; < 0 ist.

Hinweis: Sei ¢ = [[[_,(z — «;) € Rz]. Schreibe ¢ = 2™ + ap_12" 1 + -+ + a1z + ao.
Zeigen Sie

ag = (—1)"(ay -+ ay),

ap=(=1)"Mag - an+oraz @yt Qo Qg ),

(p—2 = Q102 + -+ + a0y + agag + - -+ + Qo + - -+ Q1

a1 = —(a1+ -+ ayp).

8.6 Losung von Lights out

Im Appendix A haben wir das Réatsel Lights out beschrieben. Dieses Rétsel hat einen
Bezug zu symmetrischen Matrizen iiber Fy. Obwohl viele Dinge, die wir in den letzten
zwei Kapiteln gemacht haben, iiber Fy nicht anwendbar sind, kénnen wir wertvolle
Ideen in diesen Kapiteln finden, um dieses Riitsel zu 16sen'®. Dafiir brauchen wir nichts
anderes als Lineare Algebra. Man konnte natiirlich auch Kombinatorik oder einen Mix
aus beidem verwenden (betrachten Sie zum Beispiel das Handshaking Lemma aus der

Kombinatorik). Wir beschreiben die Losung des Rétsels in zwei Schritten:

13Diese elegante Losung wird normalerweise Noga Alon angerechnet.
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Schritt I: Ubersetzen in Lineare Algebra

Wir nummerieren die Glithbirnen mit {1,...,n}. Wir beschreiben Zusténde der n
Gliihbirnen durch Vektoren in F%: Der i-te Eintrag entspricht dabei der i-ten Gliithbirne,
0 bedeutet ausgeschaltet und 1 bedeutet eingeschaltet. Wir definieren die Matrix
A = (a;j) € Myxn(F2) durch

1 falls die Gliihbirnen ¢ und j miteinander verbunden sind,
Q;5 =
! 0 sonst.

Dies gibt uns eine symmetrische Matrix mit der folgenden Eigenschaft: Das Driicken des
i-ten Schalters korrespondiert zur Addition des Vektors Ae;. Bemerken Sie, dass a;; = 1
fiir alle i, da jede Gliihbirne mit sich selber verbunden ist. Das Rétsel ist demnach

aquivalent zu der folgenden

Behauptung: Der Vektor | @ | liegt im Bild von my : Fy — F5.
1

Schritt II: Das Bild von A mit einem Analog von Lemma 7.1.5 charakterisieren

Nun kommt der zweite coole Teil. Die Matrix A ist symmetrisch. Also ist sie ,,selbst-
adjungiert”. Wir schreiben dies in ,, “, da dieser Ausdruck eigentlich nur iiber R oder
C Sinn macht. Trotzdem werden wir bei dieser Bezeichnung bleiben.

Lemma 7.1.5 (2) gibt uns den Hinweis Im(7™) = (ker T')* (dies ist wieder eine
Aussage iiber R oder C, aber das ist uns jetzt egal). Wenn wir glauben, dass m4
,selbst-adjungiert” ist, dann sollte gelten, dass Im((m4)*) = Im(ma) = (kermy)*.
Also versuchen wir, dies zu beweisen.

Behauptung: Im(my) = (ker A)*.

Moment mal! Wir haben ja gar kein Skalarprodukt, und somit keine Definition von
(ker A)L. Also definieren wir eins:

(,):Fy xFy — Fy
T

(v, w) = (v,w) = v w.

Offiziell ist dies einfach eine symmetrische Bilinearform auf F%, aber inoffiziell ist dies
unser Skalarprodukt und wir werden es wie ein Skalarprodukt behandeln (daher auch

die Notation (,)). Wir kénnen nun definieren
(ker At = {w € F} | (v,w) =0 Vv € ker A}.
Beweis der Behauptung. Sei v € ker A und Aw € Im(m,). Dann ist

(v, Aw) = vT Aw

A JT ATy = (Av)'w = 07w = 0,

symm
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also ist Im(m,) C (ker A)*. Gleichheit folgt nun aus einem Analog von Satz 6.6.3, denn
dim(ker A)* > n — dimker A = dim Im(m.,). (8.17)

Sie beschweren sich nun vielleicht, dass wir in (8.17) nicht notwendigerweise eine Gleich-

heit haben, da wir uns tiiber Fy befinden. Sie haben recht. Daher beweisen wir:

n,

dim(ker A)* = n — dimker A R Qim Im(ma).

Satz
S A
Sei (vy,. .., v;) eine Basis von ker A und betrachten Sie die Matrix B =
B -
{v1, )
Es gilt (ker A)* = Sp(vy,...,v)t = {v1,..., v}t und da Bz = : gilt, haben
(vk, )

wir (ker A)t = ker B. Da vy, ..., v, linear unabhingig sind, hat B Rang k. Laut dem
Gauss-Verfahren/ Rangsatz ist dimker B = n — k, wie wir zeigen wollten. Dies zeigt

die Behauptung. O

Jetzt haben wir also schon einige Resultate von Skalarproduktraumen verwendet.
Kommen wir nun zum Teil iiber bilineare/quadratische Formen. Unter Verwendung

der Behautung geniigt es zu zeigen, dass (1,...,1)T € (ker A)t. Da

U1 1 n
< HNE > =>
Up 1 =1
ist dies dquivalent dazu, fiir alle (v, ...,v,)T € ker A zu zeigen, dass >, v; = 0. Hier

konnen wir nun endlich benutzen, dass wir iiber Fy arbeiten: Wir schreiben A = (a;;)

und berechnen fiir v € ker A

n

n n
T (8.7) 2 : 2 2 : Fa 2 : § :
0=v"Av = ai;; -+ 2@1']'1)1"0]’ = Q;;V; = (UN
i=1 =1

1<i<j<n i=1

genau wie wir zeigen wollten!
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Changelog: Kapitel 8

e 18.04: In Definition 8.2.1 wurde eine Referenz zu Beispiel 8.1.2 hinzugefiigt.

e 19.04: In Beispiel 8.1.14 wurden (a b) und (Z) zZu <a b) korrigiert.

e 20.04: In Ubung 8.2.16 (a) wurde Mc (V') zu M¢(B) korrigiert.
e 22.04: Beispiel 8.1.10 und Abschnitt 8.3.1 wurden hinzugefiigt.
e 23.04: Im Beweis von Proposition 8.2.9 wurde [w]|g zu [v]g korrigiert.

e 23.04: Im Beweis von Satz 8.4.1, in der Definition von V{ und VZ,, wurden v},

und vy ; zu vy, und vy, korrigiert.

- -3 -3
e 24.04: In Ubung 8.3.7 wurde By ( ) ) AV ( ) ) korrigiert.

d f
e 24.04: In Beispiel 8.1.10 wurden <a b c) und | e | zu (c b a) und | e
f d

korrigiert.

e 26.04: Im Anfangsparagraph von Abschnitt 8.3.1 wurden Rechts- und Links- ver-

tauscht.
e 26.04: In Bemerkung 8.3.8 wurde an einer Stelle P zu A korrigiert.

e 26.04: In Etappe 2 vom symmetrischen Gauss Verfahren (Abschnitt 8.3.1) wurden

einige Vorzeichen korrigiert.
e 27.04: In Ubung 8.5.15 wurde das Vorzeichen von ag von (—1) zu (—1)" korrigiert.

e 27.04: In Etappe 2 vom symmetrischen Gauss Verfahren (Abschnitt 8.3.1) wurden

die Indizes der Matrizen Q); j(«) korrigiert.

e 27.04: In der Lésung von Ubung 8.1.13 wurde w; = Y7 | pijvj 20 w; = Y 5, Piji

korrigiert.
e 28.04: Im Beweis von Korollar 8.1.8 wurde [v]s zu [v]§ korrigiert.
e 29.04: In Ubung 8.5.15 wurde spezifiziert, dass a, = 1.
e 30.04: Ubung 8.5.15 wurde umformuliert.

e 30.04: Im Beweis von Satz 8.5.11 (4) = (5) wurde D zu A korrigiert.
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e 01.05: In Lemma 8.3.10 wurden die Indizes korrigiert.

e 03.05: In der Einleitung von Kapitel 8 wurde an einigen Stellen spezifiziert, dass

wir von symmetrischen Bilinearformen sprechen.
e 03.05: Im Beweis von Korollar 8.3.5 wurde [Idgx|%" zu [Idgs|2 korrigiert.

e (03.05: Ziemlich am Ende des Beweises von Satz 8.4.1, in der Definition von Vs

wurde ein v, zu einem v,, korrigiert.
e 06.05: Im Beweis von Satz 8.5.11 (2) = (3) wurde eine Fussnote hinzugefiigt.

e (08.05: Im Beweis von Lemma 8.5.12 wurde an einer Stelle Z?:Hl Q;\U; Zu

n . .
> ikt Qv korrigiert.

e 10.05: Im Beweis von Lemma 8.5.12 wurde dim(W + Sp(vg11),...,v,) 2u
dim(W + Sp(vg1,- .., v,)) korrigiert.

e 10.05: Am Ende der Losung des Riétsels Lights out (Abschnitt 8.6) wurde an einer

Stelle v; zu v? korrigiert.

e 14.06: In Beispiel 8.4.4 wurde spezifiziert, dass nur die Kongruenzklassen symme-

trischer Matrizen betrachtet werden.

e 22.06: In Ubung 8.4.8 wurden M,,,,,(K) und GL,(K) zu M, ,(R) und GL,(R)

korrigiert.

e 20.08: Im Beweis der Behauptung auf Seite 340 wurde der Definitionsbereich von

(,) von F% zu F3 x FY korrigiert.

e 20.08: In Bemerkung 8.4.7 wurde ,,orthogonal dquivalent” zu ,,orthogonal &hnlich*

gedndert.

e 21.08: Definition 8.5.3 wurde auf quadratische Formen erweitert.
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Kapitel 9
Die Jordan Normalform

Intro

Dieses Kapitel sollte eigentlich Abschnitt 4.6 sein. Jedoch haben wir es verscho-
ben, um rechtzeitig Skalarproduktraume zu behandeln, welche Sie fiir andere Kurse
benotigen. Inhaltlich kehren wir nun zuriick zur Frage, wie wir einen gegebenen En-
domorphismus moglichst einfach darstellen kénnen. Die Antwort ist, dass fiir K = C
oder allgemeiner fiir trigonalisierbare Endomorphismen eine (fast) eindeutige simple
Form gibt, diesen darzustellen. Dies ist die Jordan Normalform und sie ist in gewis-
ser Weise die bestmogliche Darstellung. Da diese Form (fast) eindeutig ist, wird sie
von vielen Autoren auch die kanonische Jordanform genannt. Durch ihre Einfachheit
hat sie viele Anwendungen, sowohl theoretische als auch anwendungsorientierte. Zum
Beispiel werden wir sehen, dass es ziemlich einfach ist, die Potenzen einer Matrix in
kanonischer Form zu berechnen, was uns erlauben wird, die Exponentialfunktion von
Matrizen zu berechnen, was wiederum niitzlich ist fiir das Losen einer bestimmten gros-
sen Klasse von gewohnlichen Differentialgleichungen. Als Beispiel einer theoretischen
Anwendung geben wir einen Beweis von Satz 5.5.22. Alle Vektorrdume in diesem Ka-

pitel sind endlich-dimensional.

9.1 Die JNF durch Beispiele verstehen

Die Jordan Normalform ist unter den Studenten beriichtigt fiir ihre Schwierigkeit,
jedoch ohne einen guten Grund. Es wird den Lesern hoffentlich helfen, wenn wir zuerst
einige Beispiele genau anschauen. Sei K ein beliebiger Korper (es wird empfohlen, an
K = C zu denken). Weiter sei A € K. Wir wiederholen Beispiel 5.3.24 und machen

daraus eine Definition:
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Kapitel 9.1 Die JNF durch Beispiele verstehen

Definition 9.1.1. Seien A € K und n € N. Die Matrix

A1 0o ... 0
0o XX - 0
D=1 - - ] € Myw(K)
: oA 1
0 -« .. 0

heisst Jordan-Block (der Dimension n zum Eigenwert \).

Definition 9.1.2. Ein Endomorphismus f € End(V') (bzw. eine Matrix A € M,y (K))
heisst nilpotent, falls es ein k € N gibt, sodass f* = 0 (bzw. A* = 0). Das kleinste solche

k nennen wir die Ordnung von f (bzw. von A).

Beispiel 9.1.3. Wir mdochten zuerst Jordan-Blocke genau studieren: Wir empfehlen
den Lesern, so viel wie moglich selbstandig tiber die folgenden Aussagen nachzudenken

und sie nachzuvollziehen.
(1) Jyn = A+ Jon-

(2) Jon ist eine nilpotente Matrix mit Ordnung n. Das heisst, dass (Jy,)" = 0 und
(Jon)" ' # 0 (und somit auch (Jy,)* # 0 fiir k <n —1).

(3) Somit besagt (1), dass Jy,, = D + N mit D diagonal und N nilpotent. Ausserdem
gilt DN = N D, wie sich leicht iiberpriifen lasst.

(4) Sei T' € End(V') und B = (vy,...,v,) eine Basis von V, sodass [Tz = Jy,,. Dann

haben wir
T’Ul = O,
Tvy = vy,
Tv, = Up_1.
Anders gesagt wirkt T auf der Basis (v,,v,_1,...,v1) wie eine Verschiebung
vnnimfn,l: T, ... T > Up T50.

Daraus wird ersichtlich, dass 7™ = 0 aber 7"~ # 0.

(5) Aus (2) wissen wir, dass falls 7' € End(V') die Darstellungsmatrix [T']g = Jy,
beziiglich einer Basis B hat, dann ist [T" — A1dy |z = Jo,, und was wir in (4) gesagt
haben, lédsst sich auf T'— A 1dy, anwenden.
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(6) Die Matrix Jo, ist diagonalisierbar genau dann, wenn n = 1. Allgemeiner ist auch
Jrn diagonalisierbar genau dann, wenn n = 1. Dies war genau die Aussage von
Beispiel 5.3.24. Wir haben dort gesehen, dass die Matrix Jy ,, das charakteristische
Polynom (A — x)” hat und dass m,(\) = 1, wahrend m,(\) = n.

(7) Aus (4) folgt, dass das Minimalpolynom von Jy,, durch 2™ gegeben ist. Durch eine
Anwendung von (6) und dem Fakt, dass das Minimalpolynom das charakteristische
Polynom teilt folgt aus (5) (oder aus anderen Uberlegungen), dass das Minimalpo-
lynom von Jy, durch My, = (z — A)" gegeben ist. Also gilt fiir Jordan-Blécke,
dass Pj, , = (—1)"Mj, , (der Faktor (—1)" ist bloss ein kleines Argernis, das wir
mitschleppen miissen als Folge davon, wie wir das charakteristische Polynom und

das Minimalpolynom definiert haben).

(8) Durch Anwendung von (6) und (7) kann man Satz 5.5.22 fiir ' = my, , ,,in Aktion*

sehen.

(9) Aufgrund von (1) und (2) ist es ,einfach”, die Potenzen von Jy ,, zu berechnen: Zum

Beispiel (bemerken Sie, dass Al und Jy2 kommutieren) gilt fiir alle m € N

“~ (m m—i i m m—
(o)™ = (M + Joo)™ = E} ( . ) (ML) (Jo2) = A" Iy + mA™ L os + 0
=0 (Jo,2)¢=0, £>2
A Al
= AL +mA" T e = :
2 T m 0,2 ( 0 \m )

Allgemein muss man fiir (J),)" nur die ersten n Terme der Binomialformel be-

rechnen.

(10) Bemerken Sie, dass die Potenzen von Jy, einfach zu merken sind:

0 0 1

, und so weiter.

o o o =
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Mit jeder Erhohung der Potenz verschiebt sich die Nebendiagonale mit den 1 um

eins nach oben.

Beispiel 9.1.4. Wir mochten nun Matrizen mit mehreren Jordan-Blécken entlang der
Diagonale untersuchen. Vorerst nehmen wir an, dass alles Blocke zum selben Eigenwert

sind.

(1) Wir beginnen mit dem Fall, in dem wir nur Blocke zum Eigenwert 0 haben: Falls

Joa

Jo,3

€ Miox10(K),
Jo,2

Jo,

dann ist A* = 0 und A3 # 0. Fiir die Potenzen einer Blockdiagonalmatrix miissen
wir nur die Potenzen der Blécke berechnen. Mithilfe von Beispiel 9.1.3 (10) ist dies
ganz leicht:

00 1
00 1
000 1
00
00 0
0
00 1 00
A% = 00 A= 0
0
0 0
0

0
und A* = 0. Also ist M4 = 2% und py = 2'°.

(2) Allgemeiner, falls

A= EMSxS(K);
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(3) Noch allgemeiner, falls

B= , (9.1)

dann ist
Mp = (z — A)mxmem) - ynd  pp = (X — )M (9.2)

Fir B wie in (9.1) kénnen wir uns fragen, ob wir die Anzahl Blécke einer gege-
benen Dimension ,rekonstruieren kénnen, wenn wir die lineare Transformation mpg
betrachten. Was (9.2) sagt, ist, dass wir auf jeden Fall das Maximum und die Summe
der Dimensionen rekonstruieren konnen. Aber wir kénnen tatséchlich alle herausfinden.

Wir analysieren zuerst ein konkretes Beispiel, bevor wir dies allgemeiner formulieren.

Beispiel 9.1.5. Betrachten wir die Matrix

€ Ms.s(C).

J7r1

)

Die Matrix N = B — 7l ist nilpotent. Wir haben oben bereits erklirt, dass My = 23,

da 3 die Grosse des grossten Blocks ist. Berechnen wir nun dim ker N* fiir ¢ = 1,2, 3.

ker N = Sp(@17€4766768)7
ker N = ker N @ Sp(e, €5, €7),
ker N3 = R® = ker N2 @ Sp(es).

Der Kern von N*! ist natiirlich im Kern von N’ enthalten. Die Vektoren im Spann

sind jeweils die Vektoren, die ,,neu* dazukommen. Wir bemerken:

e Der Block der Grésse 3 trigt jeweils einen neuen Vektor zu ker N, ker N? und

ker N3 bei. In unserem Beispiel sind das die Vektoren e;, e; und es.

e Die Blocke der Grosse 2 tragen je einen neuen Vektor zu ker N und ker N? bei.
In unserem Beispiel sind das die Vektoren e4 und eg bei ker NV, sowie e5 und ey
bei ker N2.

e Der Block der Grosse 1 trigt einen Vektor zu ker NV bei. In unserem Beispiel ist

das eg.
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Wenn wir eine Weile dariiber nachdenken, sehen wir:

dimker N = Anzahl Blocke = Anzahl Blocke der Grosse > 1,
dimker N> — dimker N = 7 — 4 = 3 = Anzahl Blocke der Grosse > 2,
dimker N® — dimker N2> =8 — 7 =1 = Anzahl Blocke der Grosse > 3.

Beispiel 9.1.6. Wie viele Matrizen A € Ms.s(C) gibt es, die aus Jordan Blocken von
der Form Jy,, fiir n € N bestehen und die das Minimalpolynom M, = z® haben? Was
ist die Antwort, wenn wir wissen, dass dim ker A = 3?7 Was ist die Antwort im Falle von
dim ker A = 27

Antwort: Der Fakt M, = a2 impliziert, dass es mindestens einen Block Jo 3 gibt und
keine grosseren Blocke. Also ist es nun eine kombinatorische Frage. Es gibt fiinf Mog-
lichkeiten:

#Jos | #Joa | #Jo1 | dimker A | dimker A? | dim ker A®
I 1 2 1 8
II 1 1 3 8
111 1 0 5 8
v 2 1 0 8
\Y 2 0 2 8

Ergidnzen Sie die fehlenden Informationen und benutzen Sie die Tabelle, um die oben

gestellten Fragen zu beantworten.

Wenn wir die Erkenntnisse aus den letzten beiden Beispielen zu verallgemeinern

versuchen, erhalten wir die néichste Ubung.
Ubung 9.1.7. Wir betrachten die Matrix B wie in (9.1).

(a) Zeigen Sie: Die Anzahl Blocke von der Form Jy, mit ¢ > j ist
dimker(B — A\I)? — dimker(B — \I)"~".
(b) Folgern Sie: Die Anzahl Blocke der Form Jy ; ist
2dimker(B — M)’ — dimker(B — AI)?™' — dimker(B — XI)’~*.

Hinweis: Fiir (a): Versuchen Sie, die Berechnung in Beispiel 9.1.4 (1) gut zu verstehen.

Es kénnte auch helfen zu merken, dass fiir Matrizen B wie in (9.1)

dimker(B — M)’ = Anzahl Nullspalten in (B — A\ )?
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gilt, da die verschiedenen Nullspalten linear unabhéngig sind.
Fiir (b): Benutzen Sie (a).

Beispiel 9.1.8. Schauen wir uns nun den Fall von Blocken zu verschiedenen Eigenwer-

ten an.

(1) Betrachten wir zum Beispiel die Matrix

€ Mgys(C).

Laut Lemma 5.3.6 ist pc = (z — 7)%(z — )3 und man kann zeigen (tun Sie es!),
dass Mg = (v — )3 (x —i)2.

(2) Bemerken Sie, dass C' — Mg invertierbar ist fir A ¢ {m,i} und nicht-invertierbar
fiur A € {m,i}.

(3) Eine allgemeine Jordan Block Matrix

J= . , (9.3)
hat das charakteristische Polynom
k
Py =(-1)°J(x = 2™, (9.4)
i=1
wobei S = Zle n;. Fiir das Minimalpolynom seien 1, ..., u, die paarweise ver-
schiedenen Eigenwerte! von J. Dann ist
¢
My = [ =)™, (9.5)
i=1

wobel m; = max{n; | 1 <j <kund \; = ;}.

Ubung 9.1.9. Zeigen Sie, dass die Matrix J aus (9.3) diagonalisierbar ist genau dann,

wenn n; = 1 fiir alle ¢ = 1,..., k. Dies, zusammen mit (9.5), zeigt Satz 5.5.22 fiir J.

Das coole ist, dass zum Beispiel iiber C, es zu jedem Endomorphismus 7' € End(V)

auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum V' eine Basis B gibt, sodass [T|z = J fiir

!Das heisst, die Mengen {1, ..., A} und {1, ..., ue} sind gleich. In der Liste (A1, ..., \x) kdnnen
allerdings Wiederholungen vorkommen, wahrend die p; alle verschieden sind.
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eindeutige k, A\; und n;. Wir héren nun auf mit den Beispielen und formulieren den

Hauptsatz dieses Kapitels:

Satz 9.1.10 (Jordan Normalform). Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum dber
K und sei T € End(V), sodass pr in Linearfaktoren zerfillt®> (z.B. ein beliebiger En-

domorphismus, falls K = C). Dann existiert eine Basis B von V', sodass

[T]s = : (9.6)

Bis auf Permutationen der Blicke {Jy, . }r_, ist diese Darstellung eindeutig.

Definition 9.1.11. Eine Basis B wie in Satz 9.1.10 nennen wir eine Jordan-Basis und
die Matrix auf der rechten Seite von (9.6) nennen wir eine Jordan-Normalform von
T (oder wenn man nicht so streng ist, auch die Jordan-Normalform von T'). Solche

Matrizen nennen wir Matrizen in Jordanform.

Korollar 9.1.12. (Jordan Normalform fir Matrizen) Sei A € M, (K), sodass pa in
Linearfaktoren zerfdllt in K[x]. Dann existiert eine Matrixz in Jordanform J, sodass A

dhnlich zu J ist. Diese Matrixz J ist eindeutig bis auf Permutationen der Jordanbliocke.
Beweis. Wenden Sie Satz 9.1.10 auf 7' = m4 an. O

Ubung 9.1.13. Fiillen Sie die Details dieses Beweises ein.

9.2 Beweis der Existenz der Jordan Normalform

Wir beginnen mit einer Ubersetzung von Satz 9.1.10 in die Sprache von invarianten

Unterrdumen:

Satz 9.2.1 (Existenz der Jordan Normalform). Se: T € End(V') wie in Satz 9.1.10.
Dann existieren T-invariante Untervektorraume Wy, ... Wy mit V. =W, & --- d Wy
und Basen B; C W; firi = 1,...,k mit [T|w,|, = Jrni, wobei n; = dimW; und
A€ K.

Ubung 9.2.2. Stellen Sie sicher, dass Sie verstehen, wieso Satz 9.2.1 dquivalent ist zum
Existenzteil von Satz 9.1.10. Beispiel 9.2.10 unten wird IThnen vielleicht dabei helfen.

Um die Untervektorrdume W; zu finden, geben wir die folgende Definition:

2Erinnern Sie sich, dass dies laut Satz 5.4.5 dquivalent dazu ist, T trigonalisierbar ist.
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Definition 9.2.3. Sei U ein endlich-dimensionaler Vektorraum und 7" € End(U) ein
Endomorphismus. Wir nennen U wunzerlegbar beziiglich T, falls keine T-invarianten
Unterrdume {0} C U;,Us C U existieren, sodass U = U; & U,. Eine dquivalente
Formulierung wiére, dass falls U = U; @ U, fiir T-invariante Unterrdume Uy, Us gilt,
dann ist einer der beiden Unterrdume Uy, Us gleich U und der andere gleich {0}. Falls
U nicht unzerlegbar ist, nennen wir U zerlegbar beziiglich T'. Wir nennen einen 7-
invarianten Untervektorraum W C U wunzerlegbar (bzw. zerlegbar) beziiglich T'; wenn

W unzerlegbar (bzw. zerlegbar) beziiglich T'|y ist.

Bemerkung 9.2.4. Die Begriffe unzerlegbar (und irreduzibel aus Ubung 9.2.8 unten)
hangen natiirlich von 7" ab. Wenn 7" allerdings aus dem Kontext heraus klar ist, werden

wir diese Abhéngigkeit nicht erwahnen.

Beispiel 9.2.5. Jeder 1-dimensionale Vektorraum V' ist unzerlegbar (beziiglich einem
beliebigen Endomorphismus), aus dem einfachen Grund, dass wenn V' = U; @ Us, dann

muss einer der beiden Unterrdume U;, Uy der Nullraum sein.

Beispiel 9.2.6. Falls 7' € End (V') und V keine T-invarianten Unterrdume (ausser {0}
und V) hat, dann ist V unzerlegbar. Ein Beispiel dafiir ist eine Rotation Ry € End(R?)

fir interessante 6.

Beispiel 9.2.7. Ein Vektorraum kann invariante Untervektorrdume haben und trotz-
dem unzerlegbar sein: Betrachten wir my,, : K* — K?. Der Untervektorraum U =
Sp(e) ist invariant, aber man kann zeigen, dass U kein T-invariantes Komplement hat

(siehe die folgende Ubung).

Ubung 9.2.8. In der abstrakten Algebra gibt es eine verwandte Definition, die wir
nicht brauchen werden, aber trotzdem erwédhnen mdchten: Wie in Definition 9.2.3 sei
U ein endlich-dimensionaler Vektorraum und 7" € End(U). Der Vektorraum U heisst

irreduzibel, falls es keinen T-invarianten Untervektorraum {0} C W C U gibt.
(a) Zeigen Sie, dass ein irreduzibler Vektorraum unzerlegbar ist.

(b) Zeigen Sie, dass ein unzerlegbarer Vektorraum nicht unbedingt irreduzibel ist (Hinweis:

Sie kennen ein solches Beispiel in U = K? sehr gut).

B
Beispiel 9.2.9. Sei A € M,,«,(K) mit A = ! 5 ) wobei By € My, (K) und

2
By € Myn—iyx(n—k)(K) mit 0 < k < n. Dann ist K™ zerlegbar beziiglich m 4:

Ul - Sp(eb s 7ek) und U2 - Sp(ek-i-la s 7671)

sind m 4-invariant und K" = U; @ Us.
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Beispiel 9.2.10. Allgemeiner, sei 7' € End(V) mit dimV = n. Dann ist V zer-

legbar (beziiglich T') genau dann, wenn eine Basis B von V' existiert, sodass [Tz =
B
< ! 5| wobei By € My, (K) und By € M(p—p)x (n—k) () mit 0 < k < n.
2

Tatséchlich, wenn wir eine solche Basis B = (vy, ..., v,) haben, dann sind
Ul - Sp(vlv B ,Uk) und U2 - Sp(vk—i-la s 7UTL>

zwel T-invariante Unterrdume mit V = U; @ Us.
Umgekehrt, falls V = U; @ U, gilt und Uy, Us beide T-invariant sind, dann erhalten
wir fiir beliebige Basen By = (vy,...,v) von Uy und By = (wy, ..., w,_x) von U, eine

Basis B = (v1, ..., U, W1, ..., Wy_g) von V mit

o [T|U1]B1
s = ( Tlonls, ) ‘

Lemma 9.2.11. Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum und T € End(V'). Dann

existieren unzerlegbare T-invariante Untervektorraume Wy, ... Wy von V. mit

V=Wao- - oW,

Beweis. Falls V' unzerlegbar ist, miissen wir nichts zeigen (wir wéhlen einfach k =
1, Wy = V). Ansonsten existieren T-invariante Unterrdume {0} C U;,U; € V mit
V = U; @& U,. Wenn U; und U, beide unzerlegbar sind, sind wir fertig. Falls einer (oder
beide) zerlegbar ist, kénnen wir diesen weiter zerlegen. Da wir in jeder solchen Zerlegung
die Dimension verkleinern und V' endlich-dimensional ist, miissen wir irgendwann eine

Zerlegung wie in der Aussage des Lemmas erreichen. O]

Fiir diejenigen Leser, denen der Schluss dieses Beweises zu ungenau ist, geben wir

noch einen Beweis mit starker Induktion?®.

Beweis mit starker Induktion. Wir verwenden eine starke Induktion iiber n = dim V.
Falls dim V' = 1, gibt es nichts zu beweisen, da jeder 1-dimensionale Vektorraum un-
zerlegbar ist (auch wenn 7' = 0). Jetzt nehmen wir an, dass die Aussage fiir alle Vek-
torrdume der Dimension < n gilt (dies ist die starke Induktionsannahme) und zeigen,
dass sie dann auch fiir Vektorrdume V' mit dim V' = n gilt.

Falls V' unzerlegbar ist, sind wir fertig (mit k& = 1, W; = V). Falls nicht, existieren
T-invariante Unterrdume {0} C Uy, Uy €V mit V = Uy @ Us. Es gilt dim U; < n und

dim U, < n. Laut der starken Induktionsannahme existieren unzerlegbare 7T-invariante

3Bei der starken Induktion verwendet man fiir den Beweis der Aussge im Fall n die Aussage in
den Féllen k fiir alle k < n, im Unterschied zur iiblichen vollstdndigen Induktion, bei der man fiir den
Beweis im Fall n nur die Aussage im Fall n — 1 braucht. Sehen Sie zum Beispiel hier.
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Untervektorrdume Wy, ..., W, mit Uy = W; @& --- ® W, und unzerlegbare T-invariante
Untervektorrdaume Wy, q, ..., Wy, mit Uy = Wy & -+ & Wiy, Es folgt, dass

V:Ul@ngwl@“'@Wé—i-m;

wobei Wy, ..., Wy, unzerlegbare T-invariante Unterrdume von V sind, wie wir zeigen
wollten. O

Beweis mit einem Trick. Man betrachte die Menge aller moglichen Zerlegungen von
V' als direkte Summe V = @le W;, wobei k € N und W; T-invariante Unterrdume
von V sind. Diese Menge ist nicht leer, da V' = V eine solche Zerlegung ist. Fiir jede
solche Zerlegung V = Wy @ - - - ® W, betrachtet man %, dim(W;)2, und nimmt eine
Zerlegung mit minimalem Wert. Wir behaupten, dass alle Summanden einer solchen

Zerlegung unzerlegbar sind: Dies folgt aus n? + n3 < (ny + ny)? fiir ny,ny € N. O

Bemerkung 9.2.12. Wir haben drei Beweise gegeben, die relativ detailliert waren. Sie
miissen sich aber daran gewOhnen, dass in zukiinftigen Vorlesungen und mathema-
tischen Dokumenten, die Sie lesen werden, viel knapper geschrieben und mehr dem
Leser iiberlassen wird. Zum Beispiel konnte man fiir den ersten Beweis einfach schrei-
ben , Zerlegen Sie, bis sie nicht mehr kénnen“. Fiir den zweiten kann man nach V =
U, & U, einfach ,,Induktion schreiben. Fiir den dritten: ,Nehmen Sie eine Zerlegung,
die Y ,;(dim W;)? minimiert“. Sie diirfen das natiirlich nicht so in einer Priifung oder
Losung einer Serie schreiben. Aber Sie sollten lernen, solche kurzgefassten ,,Beweise” zu
erganzen und nachzuvollziehen. Der Vorteil solcher ,, Beweise” ist, dass man ganz klar

sieht, wo der Hund begraben ist.

Ubung 9.2.13. Ist eine solche Zerlegung in invariante Untervektorrdume im allgemei-

nen eindeutig? Falls nicht, in welchen Fiéllen ist sie es?

Fazit: Sei V = W; @ --- & Wy, eine Zerlegung in unzerlegbare T-invariante Untervek-
torrdume beziiglich 7" € End(V). Dann koénnen wir 7" analysieren, indem wir 7|y,
untersuchen fiir alle ¢ = 1, ..., k. Tatsdchlich, da jedes v € V' eindeutig als v = Zle V;

mit v; € W, geschrieben werden kann, gilt

k k

T(w)=> T(v)=> T

=1 =1

Es folgt zum Beispiel, dass es gentigt, den Existenzteil in Satz 9.1.10 fiir T'|yy, fir jedes

7 zu beweisen. Man schreibt diese Situation manchmal so:

T=Tlw, & &Tlw,-
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Das folgende Lemma wird uns spéter erlauben, unzerlegbare Vektorrdume zu klas-

sifizieren:

Lemma 9.2.14 (Fitting-Lemma?). Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum und
S € End(V). Dann ezistiert k € N mit V = ker(S*) & Im(S*).

Beweis. Betrachten wir die folgende Kette von Untervektorrdumen von V:
ker(S) C ker(S?%) C ---

Da V endlich-dimensional ist, muss dim ker(S*) ab einem gewissen k konstant bleiben,
das heisst die Kette stabilisiert sich. Sei £ € N mit

ker(S*) = ker(S**1) = - ..

Wir behaupten, dass dann V = ker(S*) @ Im(S*) gilt. Vom Rangsatz wissen wir
dim V' = dim ker(S*) + dim Im(S*), also geniigt es laut Proposition 2.3.40, zu zeigen,
dass ker(S*) N Im(S*) = {0}.
Sei also v € ker(S*) N Im(S*). Dann ist S*v = 0 und v = S*w fiir ein w € V. Es
folgt, dass
0 = S*y = S*(S*w) = S%w,

also ist w € ker(S%) = ker(S*). Folglich ist v = S*w = 0. O

Der Grund, wieso die Zerlegung von Lemma 9.2.14 fiir uns interessant ist, liegt in
der folgenden Beobachtung:

Lemma 9.2.15. Seien T,S € End(V) mit TS = ST. Dann sind Im S und ker S

T-invariante Untervektorrdume von V .

Beweis. Sei v € ker S. Wir wollen zeigen, dass Tv € ker S ist:
S(Tv) =T(Sv) =T(0) = 0.
Die Invarianz von Im S' lésst sich &hnlich zeigen. Sei v = Sw € Im S. Dann gilt
Tv=T(Sw) = S(Tw)

und daher ist Tv € Im S. O

Korollar 9.2.16. Fulls T'S = ST, dann sind Im(S*) und ker(S*) T-invariant fiir jedes
ke N.

4Benannt nach Hans Fitting.
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Beweis. Aus T'S = ST folgt, dass auch T'S* = S*T fiir alle £ € N, also konnen wir

Lemma 9.2.15 anwenden. ]

Nun kommen wir noch zur letzten Vorbereitung, bevor wir mit dem Beweis der

Existenz der Jordan Normalform beginnen konnen.

Lemma 9.2.17. Sei T € End(V), sodass pr in K[z] in Linearfaktoren zerfallt und sei
{0} # W C V ein T-invarianter Unterraum. Dann existiert ein Figenvektor v € W

von T.

Da wir hauptséachlich an K = C denken wollen, lassen wir den Beweis dieses Lemmas
vorerst noch weg. Bemerken Sie, dass die Aussage fir K = C wahr ist: Jeder Endo-
morphismus hat mindestens einen Eigenwert und somit einen Eigenvektor. Wenden Sie
dies nun auf T'|y an.

Wir beginnen nun mit dem Beweis der Existenz. Die folgende Proposition ist ein

grosser Schritt in diese Richtung:

Proposition 9.2.18. Seien V und T € End(V') wie in Satz 9.1.10 (insbesondere zerfallt
pr in Linearfaktoren in K|x]|) und sei V.= Wy @ --- & Wy eine Zerlegung von V in
unzerlegbare Untervektorraume (die laut Lemma 9.2.11 existiert). Dann existiert fir
jedest=1,... k ein \; € K mit

wober N; : W; — W, ein nilpotenter Endomorphismus ist.

Beweis. Sei i € {1,...,k} und betrachten wir 7|y, : W; — W;. Laut Lemma 9.2.17
hat T'|w, mindestens einen Eigenvektor. Sei also v € W; ein Eigenvektor von 7' zum
Eigenwert \. Betrachten wir S : W; — W, definiert durch S := T'|y, — A Idw,. Bemerken
Sie, dass ST =TS und sei k € N die Zahl vom Fitting-Lemma 9.2.14 mit

W; = Im(S*) @ ker(S*).

Laut Korollar 9.2.16 sind diese beiden Unterrdume 7T-invariant, aber W; ist unzer-
legbar und daher muss einer von den beiden gleich {0} sein. In diesem Fall kénnen
wir herausfinden, welcher von beiden es ist! Es gilt namlich, dass der Eigenvektor
0 # v € ker(T|w, — Mdw,) = ker(S) C ker(S*) und daher muss Im(S*) = 0 sein.
Es folgt, dass ker(S*) = W;. In anderen Worten heisst das, dass S nilpotent ist. Die

Proposition folgt jetzt aus der Definition von S zusammen mit N; = S. O

Proposition 9.2.18 bedeutet, dass der Beweis von Satz 9.2.1 (zumindest iiber C)
abgeschlossen sein wird, sobald wir nilpotente Endomorphismen besser verstehen. Dazu

brauchen wir einen neuen Unterabschnitt.
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9.2.1 Darstellungen von nilpotenten Endomorphismen

Satz 9.2.19 (Jordan Normalform fiir Nilpotente Abbildungen). Sei N € End(V) ein
nilpotenter Endomorphismus auf einem n-dimensionalen Vektorraum V. Dann existiert

eine Basis B CV mit
JO,nl

[Nls = :

ok
wobei Y ., n; = n.

Vorbereitungen fiir den Beweis

Seien N und V' wie im Satz oben. Fiir jedes 0 # v € V existiert £ = £(v) € NU {0},
sodass N‘v # 0 und N1y = 0. Wir nennen ¢ = ¢(v) die Lebensdauer von v beziiglich

N. Manchmal schreiben wir auch ¢y (v), um die Abhéngigkeit von N zu betonen.

Lemma 9.2.20. Sei 0 # v € V' mit Lebensdauer ¢ = {x(v). Fir alle 0 < i < ¢ ist die
Lebensdauer von N'(v) gleich £ — 1.

Beweis. Wir haben N*7/(Ni(v)) = N*(v) # 0 und N*"1(Ni(v)) = N*(v) =0. O
Wir schreiben Z, := Sp(v, Nv, ..., N%) fiir v € V' \ {0}.

Lemma 9.2.21. Die Vektoren v, Nv, ..., N%, mit { = {x(v), sind linear unabhingig

und bilden daher eine Basis von Z,.

Beweis. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Nehmen wir also an, dass «q,...,as €

K existieren, die nicht alle gleich 0 sind, mit
gV + -+ + ayN' = 0.

Sei ig = min{i | a; # 0}. Wir haben

L
No()=— 3 ZLNi). (9.7)

Jj=to+1 Yio
Laut Lemma 9.2.20 ist die Lebensdauer von N (v) gleich £ —ig. Aus (9.7) folgt jedoch
¢ L—ig

» . Qi e Qo+ ke
NE—io (Nzo (U)) _ Z B/l N2 zo+](v> _ Z o+ N€+k(v> =0,
———

«; «;
j=ip+1 0 k=1 %0 0

was ein Widerspruch ist. O]
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Fiir v € V schreiben wir B, := (N‘®u,..., Nv,v). Bemerken Sie, dass Z, ein
N-invarianter Untervektorraum von V ist und gemaéss der Definition der Darstellungs-

matrix ist [N|z, 15, = Joe(w)+1-

Ubung 9.2.22. Sei N € End(V) nilpotent mit Index k, das heisst N*~' # 0 und
Nk = 0. Zeigen Sie, dass £(v) < k — 1 fiir alle v € V und dass v € V existiert mit
l(v)=Fk—1.

Ubung 9.2.23. Sei N € End(V) nilpotent mit Index n, wobei n = dim V. Beweisen
Sie Satz 9.2.19 fiir N. Tun Sie dies, indem Sie die folgende stérkere Aussage beweisen:

Es existiert eine Basis B von V' mit [N]g = Jy.

Bemerken Sie, dass wir nichts allzu kompliziertes gemacht haben bis jetzt. Die Exi-
stenz der Jordan Normalform zu zeigen ist allerdings nicht einfach, also werden wir
frither oder spéter noch ins Schwitzen kommen. Dies wird im néchsten Beweis der Fall

sein. Wir werden Sie an der entsprechenden Stelle nochmals warnen.

Beweis von Satz 9.2.19. Es geniigt, zu zeigen (es ist genau genommen sogar aquiva-
lent), dass vy, ...,v; € V existieren, sodass die Hintereinanderreihung von B,,, ..., By,
eine Basis von V' ist. Bemerken Sie, dass dies dquivalent dazu ist, dass V =2, &--- &

Z,,- Mit der Hintereinanderreihung meinen wir
B = (N“”l)vl, o Nog, o, N 2wy 0 Ny, v, .., NA Ry ,va,vk) .

Tatséchlich, falls B eine Basis von V ist, dann hat [N]z genau die gewtiinschte Form
aus Satz 9.2.19 mit n; = {y(v;) + 1 fir allei = 1,... k.

Wir beweisen, dass B eine Basis von V ist, mit einer starken Induktion iiber dim V.
Die Leser sind dazu eingeladen, die Fille dimV = 1 und dimV = 2 als Ubung selbst
zu beweisen. Wir machen den Induktionsschritt:

Sei v; € V' ein Vektor mit der langstmoglichen Lebensdauer ¢ = ¢ (v;). Betrachten
wir

Vi = Z, =Splvy,...,N),
welches ein Untervektorraum der Dimension ¢+1 ist. Bemerken Sie, dass V; N-invariant

ist, also konnen wir geméss Ubung 5.4.9 (1) die induzierte Abbildung
NV/V1 . V/Vi — V/Vi
betrachten. Fiir eine bessere Lesbarkeit schreiben wir N := Ny v, , sowie

W:WV/VI:V—>V/V1::V
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fiir die kanonische Projektion. Bemerken Sie, dass
NiOTI'ZTI'ONi, (9.8)
was bedeutet, dass das Diagramm

v Y vy

lﬂ lﬂ (9.9)

Vivi 2 v/

kommutiert. Folglich ist N nilpotent, da N nilpotent und 7 surjektiv ist. Laut Lemma
9.2.21 ist (vy, ..., N,) eine Basis von V}, also gilt dim(V/V}) < dim V. Aus der starken
Induktionsannahme folgt, dass ug,...,u, € V existieren, sodass B,, U --- U B,, eine

Basis von V ist. Diese Aussage bezieht sich natiirlich auf N, das heisst
Bui = (Wﬁﬁ(ui)ui, c. ,'LLZ').

Behauptung: Es existieren vg, ..., v € V mit 7(v;) = u; und n(v;) = lx(u;). Das heisst
wir konnen die u; € V zu Vektoren v; € V hochheben, welche die gleiche Lebensdauer
haben.

Beweis des Satzes unter Annahme der Behauptung. Seien v, . . ., v, wie in der Behaup-

tung. Bemerken Sie, dass laut (9.8) die Hintereinanderreihung B,, Ll --- U B,, ge-
nau auf die Basis B,, U --- U B,, projiziert wird. Ausserdem hat diese Menge genau
dim V —dim V; = dim(V) Elemente und darum hat B = B,, UB,, - - -LB,, genau dim V
Elemente. Ausserdem ist Sp(B) = V (wieso?), also ist B eine Basis von V, beziiglich

welcher N die gewiinschte Darstellungsmatrix hat.

Beweis der Behauptung. Da wir hier ins Schwitzen kommen werden, skizzieren wir zu-

erst, wie der Beweis aussieht: Wir zeigen, dass wir ein beliebiges u € V zu einem v € V
hochheben kénnen (d.h. v € V' finden mit 7(v) = u), sodass v die gleiche Lebensdauer
wie u hat. Dies kann man dann auf us, ..., u, anwenden.

Nehmen wir an, die Lebensdauer von v; wire 9, also N%; # 0 und N%*; = 0.
Nehmen wir weiter an, wir hétten ein u € V/V} mit Lebensdauer 7 und wir mochten
dies zu einem v € V mit Lebensdauer 7 hochheben. Die Kommutativitidt des Diagramms
(9.9) sagt uns, dass jedes solche v eine Lebensdauer von mindestens 7 haben muss. Es

kénnte allerdings sein, dass N8v # 0 ist. In diesem Fall wissen wir aber, dass
N® € kerm =V, = Z,, = Sp(vy,..., N%vy),

. -8 o .
da die 7N = N u = 0. Wir mochten dann unsere Wahl von v korrigieren zu v’, sodass

7(v') = u und N3’ = 0. An dieser Stelle benutzen wir, dass wir v; als einen Vektor
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mit maximaler Lebensdauer gewahlt haben. Da alle Vektoren Lebensdauer < 9 haben,
wird N®v nach (spitestens) 2 weiteren Anwendungen von N verschwinden. Die einzigen
Vektoren in der Basis B,, von V;, die nach einer Anwendung von N? verschwinden, sind
N8v; und N%v;. Also kénnen wir N®v als Linearkombination von diesen schreiben, das
heisst

N8 = aN®v; + SN0 = N®(aw; + SNw;).

Wenn wir nun also v durch awv; + SNwv; € V] korrigieren, also v' := v — (av; + fNwvy)

definieren, erhalten wir einen Vektor durch Anwendung von N® verschwindet:
N3(') = N®(v — (av; + BNv;y)) = N% — N®(av; + BNv;) =0

und 7(v') = u, wie wir zeigen wollten. Fangen wir nun mit dem richtigen Beweis der

Behauptung an.

Erinnern Sie sich, dass wir v; so gewéhlt haben, dass ¢ := ¢ (v;) maximal ist unter
allen Vektoren in V. Sei u € V beliebig und v € V ein Vektor mit 7(v) = u (das heisst,
u=v+Vy). Fiir jedes m € NU {0} haben wir

ToN™v)=N"on(v)=N"(u), (9.10)
also ist x(v) > f+(u). Wir schreiben ¢ := f+(u) und betrachten den Vektor w :=

N ZH(v) € kerm = V;. Da ¢ die maximale Lebensdauer ist, muss w nach ¢ — ¢ Anwen-

dungen von N verschwinden:

N w) = NN () = N (0) = 0,

denn sonst hiatten wir einen Vektor gefunden mit einer langeren Lebensdauer als ¢. Also
ist w € ker N“~*NV;. Wenn wir uns erinnern, dass B,, = (Ngful, ..., Nvy,v;) eine Basis
von V] ist, dann folgt, dass w eine Linearkombination der ersten £ — ¢ Vektoren aus B,

ist (da alle restlichen Vektoren die Anwendung von N -t tiberleben). Wir schreiben

w=a; N+ +a,; N+, NZH(alNZ_Z_Ivl + 4 a,_0r).
—_—— N 1

-~

=N&+1 () ri=

Das heisst, wenn wir v durch r korrigieren, erhalten wir einen Vektor, welcher die gleiche
Lebensspanne wie u hat. Uberpriifen wir das: Wir definieren v/ := v —r. Da r € V] ist,

ist 7(v') = m(v) = u und wir behaupten, dass {x(v') = £ = (+(u):

NZ—H(U/) _ NZ—H(U) _ NZH(?") —w—w=0,
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also ist £y (v') < €. Da w(v') = w ist, folgt aus dem gleichen Argument (9.10), angewandt
auf v', dass £ (v') > 0. Also ist {n(v') = /.
Wenn wir das obige auf u = wu; fiir alle i = 2,...,k anwenden, beendet dies den

Beweis der Behauptung und somit den Beweis von Satz 9.2.19. O]

9.2.2 Die Puzzleteile zusammenfiigen

Um ganz sicher zu sein, schreiben wir, wieso die Existenz in Satz 9.1.10 gilt, oder

anders gesagt, wieso Satz 9.2.1 gilt:

Beweis von Satz 9.2.1. Seien W; die unzerlegbaren T-invarianten Summanden, die wir
von Lemma 9.2.11 erhalten haben. Laut Proposition 9.2.18 ist T'|w, = A; Idyw, +N; fiir
Ai € K und N; € End(W;) nilpotent. Sei ; eine Basis von W; wie in Satz 9.2.19 fiir
N;. Dann ist

/\i JO,* ‘])\m*
T\w;l5;, = Nilaimw, +[Ni]s, = + = )
)\i JO,* J)\

¥

wobei * hier fiir irgendwelchen natiirlichen Zahlen steht, deren Wert im Moment un-
wichtig ist. Wenn wir nun B als die Hintereinanderreihung der B;’s definieren, beendet

das den Existenzteil des Beweises von Satz 9.1.10. OJ

9.2.3 Beweis von Lemma 9.2.17

Das folgende Lemma wird trivial sein, sobald Sie die Grundlagen der Ringtheorie
gemeistert haben, welche Sie in der Vorlesung Algebra I lernen werden®. Der Vollstiin-
digkeit halber geben wir hier einen Beweis, der nur Folgerungen der Polynomdivision

verwendet.

Lemma 9.2.24. Fulls p € K[z]| ein anderes Polynom in K|[z] teilt, welches in Linear-

faktoren zerfallt in K[x], dann zerfallt auch p in Linearfaktoren in K[z|. Das heisst, falls
k

p|aH(x—ai) mit a, ay,...,a, € K, dann istpzﬁn(x—bi) mit B,by,...,bp € K
i=1 i=1
(wobei k der Grad von p ist).

Beweis. Wir beweisen es mit Induktion iiber £ = degp. Fiir £ = 1 gibt es nichts zu

beweisen. Nehmen wir also an, dass die Aussage fiir Polynome vom Grad k£ — 1 stimmt

5Fiir die interessierten Leser: Der Beweis des Lemmas wird sehr leicht, wenn man verwendet, dass
K|[z] ein Faktorieller Ring ist.
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und betrachten wir p mit degp = k, sodass
pla]l@—a)=A@)
i=1

das heisst es existiert ¢ € K|[x] mit p(z)g(x) = A(x). Fir jedes i = 1,...,n ist
0 = A(a;) = p(a;)q(a;), also p(a;) =0 oder ¢(a;) = 0.

Erinnern Sie sich, dass laut Korollar 1.4.17 ein Polynom vom Grad n hdchstens n
verschiedene Nullstellen haben kann. Durch eine leichte Abénderung des Beweises kann
man zeigen, dass das gleiche gilt, wenn wir gleiche Nullstellen zulassen und dafiir die
Vielfachheit jeder Nullstelle zéhlen. Ein Polynom von Grad n kann also hochstens n
Nullstellen haben, mit Vielfachheit gezahlt.

Wenn wir mit Vielfachheit zéhlen, kann ¢(a;) = 0 fiir hochstens n — k der a;’s gelten
kann, da degq = n — k. Deshalb (da k > 1) gibt es ein ig € {1,...,n} mit p(a;,) = 0.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass ig = 1. Also gilt
laut Korollar 1.4.15 (z — a;) | p und deshalb

p/:(;p—p;al) | aH(:L’—CLZ').

=2

Aus der Induktionsannahme folgt, dass p’ = (8 H;:ll(x —b;) mit 8,b; € K und somit ist

k—1

p=p5—a) H(x — bi),

i=1
was den Beweis beendet. O

Korollar 9.2.25. Sei T € End(V'), mit diim V' = n, sodass pr in Linearfaktoren zerfdillt.
Dann gilt fiir jeden T-invarianten Unterraum W C 'V, dass pry,, in Linearfaktoren

zerfallt. Insbesondere hat T'|w einen Eigenvektor.
In anderen Worten, Lemma 9.2.17 ist wahr.

Beweis. Aus Ubung 5.4.9 (2c) wissen wir, dass Prlw | Pr, also kénnen wir Lemma 9.2.24
anwenden und erhalten, dass pr|,, in Linearfaktoren zerfallt. Insbesondere heisst das,

dass pr),, mindestens eine Nullstelle hat und somit 7|y einen Eigenvektor hat. O
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9.3 Eindeutigkeit der Jordan Normalform

Unsere Spielerei mit vielen Beispielen im Abschnitt 9.1 wird uns in den néchsten
zwei Abschnitten sehr zugute kommen. Falls Sie diese Beispiele noch nicht gut verstan-
den haben, wére es sicher eine gute Idee, sich diese nochmals genau anzuschauen, bevor
Sie hier weiterlesen. Wir werden in diesem Abschnitt jeweils [ fiir die Identitdtsma-
trix schreiben, wobei die Dimension aus dem Kontext heraus verstanden werden muss.
Ebenso schreiben wir Id fiir die Identitatsabbildung eines beliebigen Vektorraums, wenn
der Vektorraum aus dem Kontext klar ist. Unser Ziel ist es, Eigenschaften der Blocke
in der Jordan Normalform zu finden, welche nur von 7" abh&ngen, also unabhéngig von
der Wahl der Basis sind. Fiir T € End(V) sei r,(\, T') := Rang((T — A1d)*) und fiir
eine Matrix A € M, (K) sei 7x(\, A) = Rang((A — M)¥). Falls A = [T]¢ fiir eine
Basis C, dann ist ri(\, T) = rp(A, A), da

(T = A1d)"e = [T = MdJe = ([Tle — Alld]e)" = (A = AD)" (9.11)

und weil der Rang einer linearen Abbildung gleich dem Rang einer beliebigen Darstel-
lungsmatrix ist.
Wir méchten zuerst (ganz im Sinne der Beispiele von Abschnitt 9.1) 74 (X, J,, ) fiir

einen Jordanblock verstehen: Falls ;4 = A, dann ist

. X n—k firk=1,...,n,
(A, Jan) = Rang((Jy,—A1,)") = Rang((Jo,)") = (9.12)
0 fir £ > n.

Falls p # A, dann ist 74(\, J,) = Rang((Ja—,..)¥) = n fiir alle k, weil Jy_,,,, invertier-

bar ist.
Ji

Bemerken Sie nun, dass falls A = eine Blockdiagonalmatrix mit Jor-
Jo
danblécken J; auf der Diagonalen ist, dann ist auch (A — AI) eine Blockdiagonalmatrix

mit Jordanblécken auf der Diagonalen® und wir haben

l ¢
ri(X, A) = Rang((A = AD)F) "= S "Rang((; = ADF) = Y re(A ), (9.13)

Mat. < -
= =1

da der Rang einer Blockdiagonalmatrix gleich der Summe der Rénge aller Blocke ist
(in (9.13) bezeichnet I jeweils die Identitatsmatrix der entsprechenden Grosse).

Wir sind nun bereit fiir den Beweis der Eindeutigkeit der Jordan Normalform.

SWenn J; = I n;» dann hat (A — M) die Blocke Jy,_» p, auf der Diagonalen.
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Beweis der Eindeutigkeit in Satz 9.1.10. Sei B eine beliebige Jordanbasis von 7', das

heisst
J)q,nl
T = (9.14)

J)\Im”k

mit A\y,..., \x € K, nq,...,n, € N. Sei A € K. Wir behaupten, dass die Anzahl Blocke
mit Eigenwert A und Grosse k (also Blocke der Form J, ) durch

BE,T) =11 (N T) + ey (A T) = 2r(A, T)

gegeben ist und folglich nicht von der Basis B abhéngt. Da (A, T) = (A, A) (in
(9.11) gezeigt) gentigt es, diese Behauptung fiir A anstelle von T zu beweisen und aus
(9.13) folgt B(\, k, A) = Zle B(A, k, Jy, n,;), also geniigt es, zu zeigen, dass

0 falls \; # A,
B\ k, Jam) =40 falls \; = A und k # n;, (9.15)
1 falls \; = A und k = n,.

Also beginnen wir zu rechnen. Nehmen wir zuerst an, dass A # ;. Dann ist Jy, ,, — A\l =
Jr—; m:, Was invertierbar ist. Also ist Rang((Jy, n, —AiI)¥) = n; fiir beliebige k und somit
ist

B\ k, Jyn,) =n; +n; — 2n; = 0.

Betrachten wir nun den Fall A = \;. Fir k£ < n; haben wir

B\, Jan,) = k1 (N, Ian,) + 11N, Ian,) — 206N, Ian,)

O e — (k1) +ni— (k—1) —2(n; — k) =0,

fir £ = n;

B(Aa n;, J)\,ni) = 7nm—‘,—l ()\7 J/\,ni) + Tni—l()\a J/\,ni) - 2rni()\a J)\,ni)

L0~ (1) —2-0=1

und fir £ > n;

(9.12)

B()Hk,t])\,ni):Tk:—i-l()\;t]/\,ni)‘l’Tk—l()\;J)\,ni)_QTk()\,J)\,nZ—) = O+0—2'O:O.

Dies zeigt (9.15) und beendet somit den Beweis der Eindeutigkeit. O

Fiir zukiinftige Referenz geben wir noch separat an, was wir in diesem Beweis gelernt
haben:
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Korollar 9.3.1. Sei T € End(V) mit [T wie in (9.14). Dann hdngt die Anzahl
B(\ k,T) der Blicke mit Figenwert X und Grosse k in [T'|g nur von T ab (also nicht
von B) und ist gleich

B\ Kk, T) =131 (NT) 4 1 (N, T) — 21 (A, T)

= (dim V — dim ker(T' — A1d)*™!) + (dim V' — dim ker(T — A1d)*™!)
—2(dim V' — dim ker(T" — A 1d)")

= 2dimker(7T — A\1d)* — dim ker

)k
(T — A1d)* — dim ker(T — A 1d)**.

Beweis. Die erste Gleichheit (nach der Definition) folgt aus dem Rangsatz. Alles andere

wurde oben gezeigt. O]

Bemerkung 9.3.2. Falls Thnen die Definition von B(A, k,T') immer noch rétselhaft ist,
geben wir folgende Merkhilfe (vergleichen Sie dies mit Ubung 9.1.7):

B()\, k, T) = Tk+1()\, T) + T’k,l()\, T) — 27’k()\, T)
= (Tk—l()‘v T) - rk(/\v T)/) - (Zﬂk()V T) - Tk-i—l()‘? T))

TV TV
#Blocke der Grosse >k #Blocke der Grosse >k+1

Dies schliesst den Beweis der Jordan Normalform ab. Wir haben gezeigt, dass es fiir
jeden Endomorphismus 7" € End(V'), dessen charakteristisches Polynom in Linearfakto-
ren zerféllt, eine Darstellungsmatrix [T]g gibt, welche in Jordanform ist und dass diese
Matrix in Jordanform eindeutig ist bis auf die Reihenfolge der Blocke. Wir beweisen
nun ein paar Korollare.

Erinnern Sie sich, dass wir gesagt haben, dass T' € End(V') eine Jordan Normalform

hat, wenn es eine Basis B C V' gibt, sodass [T in Jordanform ist.

Korollar 9.3.3. Ein EndomorphismusT € End(V') hat eine Jordan Normalform genau

dann, wenn pr in Linearfaktoren zerfdllt.

Beweis. Die Richtung <= war der Existenzteil von Satz 9.1.10. Die Richtung —
folgt ziemlich direkt aus dem Fakt, dass pr = pjr),, denn fiir eine Matrix in Jordan-
form (allgemeiner fiir eine Dreiecksmatrix) zerféllt das charakteristische Polynom in

Linearfaktoren. L]

Insbesondere haben wir einen anderen Beweis fiir die schwierige Richtung von Satz
5.4.5 (T trigonalisierbar <= pr zerfallt in Linearfaktoren) gegeben.

Fiir eine Matrix A € M, «,(K) sagen wir, dass A eine Jordan Normalform hat, falls
m4 eine Jordan Normalform hat. Dies ist dquivalent dazu, dass A dhnlich zu einer

Matrix in Jordanform ist.

Ubung 9.3.4. Beweisen Sie die letzte Aussage.
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Korollar 9.3.5. Seien A, B € M, y,(K) zwei trigonalisierbare Matrizen (dies ist also
fiir beliebige zwei Matrizen iber C anwendbar). Dann sind A und B dhnlich genau

dann, wenn sie die gleiche Jordan Normalform (bis auf Vertauschen der Blocke) haben.

Beweis. <= : Seien P, € GL,(K), sodass
P'AP=J, und Q'BQ=J,,

wobei J; und J, Matrizen in Jordanform sind, die gleich sind bis auf eine Permutation
der Blocke. Dies bedeutet, dass es eine Permutationsmatrix P, gibt” mit P~ VILWP, =T
und damit ist (PP,)'APP, = J, = Q"' BQ. Dies impliziert (PP,Q ') 'A(PP,Q™') =
B, also sind A und B &ahnlich.

—> : Wir geben zwei Beweise. Einer, welcher den obigen Beweis benutzt und einer,
der mit der Transformationsformel aus dem ersten Semester spielt.
Erster Beweis: Falls A und B dhnlich sind, dann ist (A — AI)* dhnlich zu (B — X)*
(mit dem gleichen P), fiir beliebige A € K und k € N. Also ist Rang((A — M\)¥) =
Rang((B — M)*), also ist gemiss Korollar 9.3.1 die Jordanblockstruktur fiir A und B
die selbe.
Zweiter Beweis: Sei P € GL,(K) mit P"'AP = B. Sei B = (vy,...,v,) eine Jordanba-

sis fir mp, das heisst

[mpls = Q™ 'BQ =J (mit Q= [Id]% ),

also ist J = (PQ) tAPQ. Wenn wir PQ als [Id]¢ fiir eine Basis C (genauer gesagt ist
C = (PQey, ..., PQe,)) realisieren, dann ist

[male = [1djg"Alld]g, = (PQ)'APQ = J. O

Das heisst, dass Matrizen in Jordanform eine vollstdndige Menge von Reprasentanten
beziiglich der Aquivalenzrelation Ahnlichkeit in M, (C) sind®. Zwei solche Reprisen-
tanten sind dhnlich zueinander genau dann, wenn sie gleich sind bis auf die Reihenfolge
der Blocke. Wir werden dies in mehreren Beispielen im néchsten Abschnitt verwenden.

Als letztes Korollar der Jordan Normalform beweisen wir Satz 5.5.22.

"Falls o : {1,...,n} — {1,...,n} eine Permutation ist, dann ist P, = (p;;) mit
1 o(i) =1,
Pij o ()3 {0 sonst.

8Wir nehmen es hier mit der Eindeutigkeit nicht ganz so genau. Wir sagen, dass A und B die
gleiche Jordan Normalform haben, wenn sie die gleiche Jordan Normalform bis auf Vertauschen der
Blocke haben.
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Ubung 9.3.6. Sei J eine Matrix in Jordanform und seien Ay, ..., \; alle paarweise
unterschiedlichen Eigenwerte von J. Sei n; die Grosse des grossten Blocks mit Eigenwert
A;. Dann ist

Korollar 9.3.7. Theorem 5.5.22 gilt, das heisst fir T € End(V') gilt
T ist diagonalisierbar <= My zerfdllt in paarweise verschiedene Linearfaktoren.

Beweis. = : Falls [T]g diagonal ist, dann ist [Tz eine Jordanform von 7', da jede
Diagonalmatrix eine Matrix in Jordanform ist, bei der alle Blocke die Grosse 1 haben.
Es folgt aus Ubung 9.3.6, dass

k
MT = M[T]B = H(.Z' — )\Z),
i=1
wobei A, ..., \; die paarweise verschiedenen Eigenwerte von 7' sind.
<= (iiber C): Angenommen My = Hle(a: — \;), wobei Aj, ..., \x paarweise ver-

schieden sind. Sei J eine Jordan Normalform fir T, also [Tz = J (welche existiert,
weil K = C). Dann ist My = M; und aus Ubung 9.3.6 folgt, dass alle Blocke in J die
Grosse 1 haben. Also ist J diagonal und somit 7" diagonalisierbar.

< (K allgemein): Durch Betrachten des Beweises iiber C sehen wir, dass es gentigt,
zu zeigen, dass jeder Endomorphismus 7', dessen Minimalpolynom in Linearfaktoren
zerfillt, eine Jordan Normalform hat. Laut Korollar® 5.5.19 gilt pr | M7, also zerfallt

pr geméss Lemma 9.2.24 in Linearfaktoren, somit hat 71" eine Jordan Normalform. [J

Bemerkung 9.3.8. Man kann Satz 5.5.22 auch ohne die Jordan Normalform beweisen.
Sehen Sie dafiir zum Beispiel |10, Seite 299].

9.4 Die Jordan Normalform berechnen

SeiT € End(V) (bzw. A € M,,4,,) trigonalisierbar. Wir wissen, dass es eine geordnete
Basis B C V (bzw. B C K™) gibt, sodass J := [T|g (bzw. J := [m4]g) in Jordanform
ist. Diese Matrix J ist eindeutig bis auf eine Permutation der Blocke. Es stellen sich

zwei Hauptfragen:
(1) Wie finde ich J?

(2) Wie finde ich B?

9Wir haben den Beweis fiir allgemeine K nur skizziert.
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Beide fragen sind jetzt ,leicht“ zu beantworten, aber im Allgemeinen erfordert dies
(vor allem die Antwort auf die zweite Frage) viele Berechnungen. Um diese Fragen zu
beantworten, fassen wir die Informationen aus den letzten drei Abschnitten zusammen.

Wir kénnen die gesuchte Matrix J als

J >\1,n(11)
J)xl,ng)
J = .. (9.16)
J A ,n(lk)
J)\k,nélz)
schreiben, wobei Ay, ..., Ay die paarweise verschiedenen Eigenwerte von T' (bzw. von A)
sind. Fiir jedes 1 <17 < k sind ngi), e ,ng) die Grossen der Jordanblocke mit Eigenwert

Ai. Wir koénnen auch annehmen (wenn wir wollen), dass fiir alle 4

n =) >zl
gilt. Das heisst, die Blocke zu jedem Eigenwert sind der Grosse nach absteigend ge-
ordnet. In Abschnitt 9.3 haben wir gesehen, wie wir die Blockstruktur von 7" (bzw. A)
ablesen konnen: Fiiri = 1,... k betrachtet man N; := T — \;Idy (bzw. N; := A—\;1,,)

(4)

und berechnet die Zahlen n; mithilfe von

B(\i, k, T) = 2dim ker(T—\; Id)* —dim ker (T —X; Id)**! —dim ker(T— X, Id)*~, (9.17)

wobei B(\;, k,T') die Anzahl Jordanblécke mit Eigenwert A\; und Grosse k ist (bzw. mit
A statt T'). Um zu wissen, wann man mit der Berechnung stoppen muss, kann man

bemerken, dass

Dies beantwortet die Frage (1). In der Praxis muss man oft nicht allzu viel berechnen.

In vielen Féllen reicht es sogar, (9.17) mit £ = 1 zu benutzen, was dann zum folgenden
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nitzlichen Fakt reduziert wird:

Def.

¢; =" Anzahl Blocke mit Eigenwert \; = dim ker(N;) 2 dim ker(T — \; 1d)

= dim Eig;(\)
= mg()‘i)>

oder kiirzer

Man berechnet sowieso normalerweise die Eigenraume.

Beispiel 9.4.1. Finden Sie die Jordan Normalform fiir die Matrix

Losung: Hier ist £ = 1, Ay = 7. Wir berechnen zuerst

dim Eig4(7) = dim ker(A — 7I5)
01 01
0 2 0
= dim ker 0 3 =5 — Rang 0 3
0 4

0 0

Also hat die Jordan Normalform von A nur einen Block zum Eigenwert 7 und sonst

nichts. Folglich ist A &hnlich zu ihrer Jordan Normalform
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Beispiel 9.4.2. Ist die Matrix

~N
N Ot N
N 00 O W
Ne

ahnlich zu der Matrix A von Beispiel 9.4.17

Antwort: Ja! Dasselbe Argument wie in Beispiel 9.4.1 zeigt, dass B ~ J7 5. Dafiir zeigt
man wie oben, dass dim Eig(7) = 1. Alle oberen 5 x 5-Dreiecksmatrizen mit nur 7 auf
der Diagonalen und Eintrdgen # 0 auf der zweiten Diagonale (damit meinen wir die

(i,7+ 1) Eintrége) sind &hnlich zueinander.

Beispiel 9.4.3. Sei

0 1 0 —1
0 0 0 0 1
A=10 -1 0 —1 1 | € M;545(C).
10 1 0 O
0O 0 0 0 O
Man berechnet p4 = —2° und lernt daraus, dass A nilpotent ist. Man berechnet, dass

dim Eig 4(0) = dimker A = 2 (es ist ziemlich leicht zu sehen, dass Rang(A) = 3). Daher

hat die Jordan Normalform von A zwei Blocke. Sie ist also entweder J; = Jos 7 )
0,2

J04

oder Jy = ’ . Um das herauszufinden, miissen wir leider weiterrechnen. An-
0,1

stelle der Formel (9.17) kann man das Minimalpolynom berechnen: A% # 0 aber A3 = 0,
also ist M4 = 23. Dies bedeutet, dass die Jordan Normalform von A nicht J, sein kann,
da Mj;, = x*. Daher gilt A ~ J;.

Die Aussage mit dem Minimalpolynom aus dem letzten Beispiel ist niitzlich. Ein
Endomorphismus 7' (bzw. eine Matrix A) wie zu Beginn des Abschnitts (also mit Jordan

Normalform wie in (9.16)) hat das charakteristische Polynom

370



Kapitel 9.4 Die Jordan Normalform berechnen

wobei m,(A;) = Zj’zl ngi), und das Minimalpolynom

k

Mr = H(x — )",

=1

wobei r; = max{ngi), . ,ng)}

Bemerkung 9.4.4. Erinnern Sie sich, dass wir gesagt haben, dass wir die Zahlen nfj) der

Grosse nach ordnen konnen. In diesem Fall gilt r; := ngi).

Ubung 9.4.5. Benutzen Sie die obige Information iiber das Minimalpolynom, um einen
Beweis fiir Satz 5.5.5 (Cayley-Hamilton) fiir A € M,,,,(C) (oder T' € End(V) fiir einen

komplexen Vektorraum V') zu geben.

Beispiel 9.4.6. Zeigen Sie, dass alle komplexen 3 x 3-Matrizen mit dem gleichen cha-
rakteristischen Polynom und Minimalpolynom &hnlich sind.

Losung: Seien A, B € M3y3(C) mit p = py = pp und M = M, = Mp. Sie miissen also
die gleichen Eigenwerte haben. Falls sie 3 unterschiedliche Eigenwerte A;, Ay, A3 haben,

sind beide dhnlich zu

Nehmen wir nun an, dass sie zwei unterschiedliche Eigenwerte A;, Ao haben. Da
degp = 3 ist und Ay, Ao die Nullstellen von p sind, muss eins der beiden das algebraische
Vielfachheit 2 haben und der andere 1. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen

wir annehmen, dass m, (A1) = 2 und m,(Ay) = 1 ist. Dann gilt
p=(—D(x =X )}z —X) und M= (z—\)"(x—\),

wobei k € {1,2}. Erinnern Sie sich (Ubung 9.3.6), dass k die Grosse des grossten

Jordanblocks zum Eigenwert \; ist. Somit sind A und B beide dhnlich zu

A1
A1 falls £ =1,
A2

p AL
A2 = A falls k = 2.
Sra1

A2

Nehmen wir nun an, dass A und B nur einen Eigenwert A haben. Dann ist

p=—(x—X)? und M= (z—\F,
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wobei k € {1,2,3} die Grosse des Grossten Jordanblocks ist. Folglich sind A und B

beide dhnlich zu

Ia1 A
Ia1 = A falls k =1,
Tai A
Al
(‘]*’2 ) = A falls k = 2,
Iai )
Al
Jrz = A 1| falls k= 3.
A

Wir haben also in allen Féllen gezeigt, dass A und B die gleiche Jordan Normalform

haben und somit dhnlich sind.

Beispiel 9.4.7. Seien A, B € Myy4(C) mit py = pp und M4 = Mp. Sind A und B
dann dhnlich?

Losung: Nein. Zum Beispiel kénnen die beiden Matrizen

Jo,2

A= J071 und B = (JO72 )
Jo2
Joa

nicht durch Vertauschen der Blocke ineinander iiberfithrt werden. Laut der Eindeutig-
keit der Jordan Normalform sind sie also nicht #hnlich. Laut Ubung 9.3.6 haben wir

aber py = pg = 2* und My = Mp = 2%

Ubung 9.4.8. (In der Serie) Zeigen Sie: Jede Matrix A € M,,,,,(C) ist dhnlich zu A”.

Jetzt werden wir uns damit befassen, wie man Jordanbasen berechnet, oder dquiva-
lent fiir Matrizen A, wie man P berechnet, sodass P~'AP in Jordanform ist. Beginnen

wir mit einigen der Beispiele, in denen wir die Jordan Normalform bereits berechnet

haben:

Ubung 9.4.9. Finden Sie eine Jordanbasis fiir die Matrix A = 73 aus

Beispiel 9.4.1. Das heisst, finden Sie eine Basis B C Q° mit [malg = J7 5.
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Losung: Wir suchen eine Kette von Ordnung 5 fiir

01
0
N =A-17I =
4
0
Damit meinen wir Vektoren vy, ..., vs mit v;;1; = Nv; und Nvs = 0. Anders formuliert

suchen wir einen Vektor mit Lebensdauer 4, das heisst ein Element von ker N°\ ker N*.
Durch Betrachten von /N kann man ein solches Element leicht erraten: Der Einheitsvek-
tor e5. Alternativ kénnte man auch ker N* = Sp(ey, . .., e4) und ker N3 = Q® berechnen
und folgern, dass jeder Vektor v ¢ ker N* (also v = aje; + -+ - + ases € Q° mit a5 # 0)

ein moglicher Kandidat ist. Sei also v = e5. Die dazugehorige Kette ist

N N N N
U s Nou S e » N4 ——— 0.

Also withlen wir, wie im Beweis von 9.2.19, die Basis B, = (N%v, N3v, N?v, Nv,v) von
Q°. Beziiglich dieser Basis ist

01
0
[mn]s, = Jos = 1
0
und somit ist [malg, = [mn]s, +[7-1d]g, = Jos+ 715 = Jr 5, wie gewollt. Wir miissen
also nur noch B, berechnen:
U = €5,
Nuv = 4ey,
N2v = 12es,
N3v = 24e,,
N'v = 24e,.

Also ist B, = (24ey, 24ey, 12e3, 4ey, e5) eine explizite Jordanbasis fiir A.
Frage: Ist diese Basis eindeutig?
Antwort: Nein. In diesem Beispiel haben wir allerdings nicht allzu viel Freiheit in der

Auswahl. Alle anderen Jordanbasen haben die Form B, fiir ein w ¢ ker N*.
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Ubung 9.4.10. Finden Sie eine Jordan Basis fiir die Matrix

0 1 0 1 -1
0 0 0 0 1
A=10 -1 0 -1 1
10 1 0 O
0 0 0 0 O

aus Beispiel 9.4.3.
Losung: Hier ist A = A — 01 selbst nilpotent. Wir suchen eine Basis der Form B, LI B,,

mit zwel Ketten

ker A3\ ker A2 3 v,

!

ker A%\ ker A 5 Av, vy € ker A%\ ker A
ker A\ {0} > A%, Avy € ker A\ {0}
0 0

Um solche Basen zu finden, hilft es normalerweise, Basen der aufsteigenden Kette von

Untervektorraumen

{0} C ker A C ker A* C ker A*> = Q°

zu berechnen. Dies kann man normalerweise mithilfe von Gauss Elimination und der

Auswahl von einigen Vektoren (falls nétig) machen:

01 0 1 -1
00 0 0 1 0101 —1
kerA=ker [0 -1 0 -1 1 | ™2 ker[0 00 0 1
1 0 1 0 0 1010 0
00 0 0 0
0 1
1010 0 1 0
—ker |0 1 0 1 —1]|%2*s o .l 1]],
000 1 1 0
0 0
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0 0
00 0 0 0
ker A2 =ker | -1 0 —1 0 —1 :ker<1 010 1)
00 0 0 0
00 0 0 0
Direkte Berechnung .
~1\ [0\ [/-1\ /(o 0 -1\ /-1\ /(o
0 0 0 1 ~1 0 0 0
Gauss g of,lol, 1. 10l]l=sp|]o0].|1 of.,[o]].
0 1 0 0 1 0 0 1
1 0 0 0 0 0 1 0
e
-1\ /o 0 1
0 ol | -1 0
ker A> = Q° = Sp 0o f,[lo],]01],]1],e
0 1 1 0
1 0 0 0

Wir sind nun bereit, v; und vy auszuwéhlen. Die Wahl von v, ist einfach. Wir wéhlen
v; = e; und erhalten

Bel = (A2€17A€17€1) = (61 - 63764761)'

Diese Basis gehort zum 3 x 3-Block Jy 3. Um einen , Erzeuger v, fiir den 2 x 2-Block
zu finden, suchen wir einen Vektor v, € ker A%\ ker A, sodass v, den Untervektorraum

ker(A) + Sp(Av;) zu einer Basis von ker(A?) erginzt. Das heisst, wir suchen vy mit
(ker(A) + Sp(Avy)) @ Sp(vy) = ker(A?).

Wenn wir die obige Berechnung betrachten und e; —e; = —(e; —e3) verwenden, kénnen
wir die Basis von ker A? so anordnen, dass wir sehen, woher die Elemente kommen. Wie

zuvor berechnet, ist

von ker A =Av
0 -1 0 -1
—1 0 0 0
ker A% = Sp oY, 111,]10],]10
1 0 1 0
0 0 0 1

vom 3 X 3-Block
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Also ist v 1= (—1,0,0,0, 1) eine gute Wahl! Es folgt, dass vy den 2 x 2-Block erzeugen

muss, also ist

-1 -1
1 0
sz = (AUQ,?JQ) = 1 5 0
-1 0
0 1
eine Basis des 2 x 2-Blocks. Die Hintereinanderreihung von B,, und B,, gibt uns eine
Jordanbasis
1 0 1 -1 -1
0 0 0 1 0
B = (A2U17AU17U17AU27U2) = -1 ) 0 ) 0 ’ 1 ) 0
1 0 -1 0
0 0 0 1
In anderen Worten, wenn wir
1 01 -1 —1
0 00 1 0
P=]-100 1 0
0 10 -1 0
0 00 0 1
Ja -
definieren, dann ist P~1AP = ( 03 ) in Jordanform.
0,2

Gehen wir nun die Frage (2) von Seite 367 etwas algorithmischer an. Wir méchten
also fiir einen allgemeinen Endomorphismus 7" € End(V') eines endlich-dimensionalen
Vektorraums eine Basis B von V finden, sodass [Tz die Form (9.16) hat.

Erster Schritt: Das Problem auf die Hauptraume reduzieren

Die gesuchte Basis B ist die Hintereinanderreihung von Basen B; fir ¢ = 1,..., k,
wobei B; jeweils zu den Blocken mit Eigenwert A; gehort. Um die Basis B zu finden reicht
es also, die Basen B; zu finden. Der Raum Sp(B;) heisst Hauptraum zum Eigenwert \;
und wir bezeichnen ihn mit Hau(\;, T'), oder kurz Hau(\;) wenn T aus dem Kontext klar
ist. Der Hauptraum héngt nicht von der Wahl der Jordanbasis ab, wie wir durch eine
alternative Charakterisierung gleich sehen werden. Man kann ihn wie folgt berechnen:

Um Hau(\;, T') zu berechnen, betrachten wir N; := T — \; Idy und die Kette

{0} C ker(NV;) C ker(N?) C ker(N?) C - - (9.18)
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und definieren

r; = min{r | dimker(N;]) = mq(\;)}.

Dann ist ndmlich Hau(\;,T') = ker(N;"). Diese Zahl r; markiert auch die erste Stelle,
an der sich die Kette (9.18) stabilisiert'® und mit der Notation von Seite 367 gilt, dass
r; die Grosse des grossten Blocks zum Figenwert ); ist.

Wir fassen den ersten Schritt zusammen: Der Vektorraum V' hat die folgende Zerlegung

in T-invariante Untervektorraume (dies wird auch die Hauptraumzerlegung genannt):
V = Hau(\) @ - - - @ Hau(\g),

wobei A1, ..., Ay die paarweise verschiedenen Eigenwerte von T sind. Es gilt dim Hau()\;) =
ma(A;) und Hau(\;) = ker(N;"), wobei N; = T'— \;Idy und r; die kleinste Zahl mit
dim ker(N,*) = mq(N;) ist.

Zweiter Schritt: Die Basen der Hauptriume berechnen

Sei i € {1,...,k}. Wir mochten Hau(\;, T') = ker(NN;") berechnen, wobei wie zuvor
N; =T — )\; Idy ist. Bemerken Sie:

e Hau(\;,T') ist T-invariant und somit auch N;-invariant.
® Ni|tau(x,r) ist nilpotent (die r;-te Potenz ist die Nullabildung).

e Die Basis B; von Hau(\;, T') welche wir berechnen méchten hat per Definition die
Eigenschaft, dass
J)\i,ngi)
[T‘Hau(Ai,T)]Bi = - 3
J)xi,nZ)
was impliziert (und sogar dazu dquivalent ist), dass
J)\hngi) Jomgi)
[Ni‘Hau()\i,T)]Bi = — NI = )
J)\i,nz) JO,nZ)
Es lauft also darauf hinaus, dass wir Basen fiir die Ketten beziiglich Ni|Hau( x,,7) berech-
nen miissen. Dies ist dhnlich zu unserem Beispiel 9.4.3. Grob gesagt macht man das

wie folgt:

0Vergleichen Sie das mit dem Fitting Lemma 9.2.14.
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(1) Man sucht maximale linear unabhéngige Mengen von Vektoren in ker(N;")\ker(N;* ™).

Diese erzeugen die r; x r;-Blocke.

(2) Nun macht man das dasselbe fiir ker(N;" %) \ker(NZr"_(kH)) fir k =1,...,r;, wobei
man sicherstellen muss, dass man ,neue” Vektoren findet, das heisst Vektoren,

welche nicht schon in den Ketten aus fritheren Schritten liegen.

Natiirlich hilft es, wenn man die Blockstruktur bereits kennt, weil man dann weiss,
welche Ketten man betrachten muss. Es ist moglich, (2) préziser zu beschreiben (sehen
Sie zum Beispiel [10, Seite 291]), aber wir werden das fiir unsere ,niedrig“-dimensionalen

Beispiele nicht brauchen.

Beispiel 9.4.11. Als letztes Beispiel betrachten wir die reelle Matrix

6 -2 6 1 1
1 -1 2 1 =2
B=|1-2 0 -1 0 -1
-1 0 -2 2 -1

-4 4 -6 -2 3
Wir kénnen uns zwei Fragen stellen.
(1) Was ist die Jordan Normalform von B?

Bemerken Sie, dass wir a priori nicht wissen, dass diese existiert. Falls B nicht tri-
gonalsierbar ist (was der Fall ist, wie wir sehen werden), dann gibt es keine Matrix
P € GL5(R), sodass P~'BP in Jordanform ist. Da R C C, ist B natiirlich trigonali-
sierbar iiber C, also existiert P € GL5(C), sodass P~'BP in Jordanform ist.

Da B iiber R nicht trigonalisierbar ist, folgt, dass P und P~!BP komplexe Matrizen

sind, obwohl B real ist. Wir kénnen uns trotzdem auch fragen:

(2) Falls wir nur Matrizen P € GL5(R) verwenden, was ist die einfachste Form, die wir
mit Matrizen der Form P~'BP erreichen konnen und wie ist diese mit der Jordan

Normalform von B iiber C verwandt?

Wir werden diese Frage am Ende des Beispiels beantworten. Beginnen wir nun mit der

ersten Frage. Zuerst berechnen wir die Eigenwerte. Dafiir berechnen wir
pp(r) = —(z = 1)((z — 2)* + 1)*,

also sind die komplexen Eigenwerte Ay = 1, Ay = 2+, A3 = 2 — i, mit m,(1) = 1 und
ma(2+1) =2 = my(2 — 7). Also hat die Jordan Normalform J von B (iiber C) einen

Block von der Form J; ;. Um zu sehen, wie viele Blocke mit Eigenwert 2 4-¢ wir haben,
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kénnen wir my(2 + i) = dim Eigz(2 +4) berechnen und sehen, dass es gleich 1 ist, aber
dies ist keine schone Berechnung (Matlab hétte aber kein Problem damit).

Wir gehen deshalb einen anderen Weg und berechnen Mp. Erinnern Sie sich, dass
Mp das gleiche Polynom ist, egal ob wir es iiber C oder R betrachten, also haben wir

entweder

Mp=(r—1)((x—22+1) oder Mp=—pp=(v—1)((x—2)*+1)
Q(z):=

Um zu entscheiden, welcher der beiden Félle der Wahrheit entspricht, konnen wir
dimker Q(B) = dimker((B — 2I5)* 4 I;) = 2
berechnen, was eine einfachere Rechnung ist, da alles {iber R stattfindet. Es folgt, dass
Mp=-pp= (- 1z -2 +1)"=(z—1)(z - 2+)*(z - (2+4))",

also muss die Jordan Normalform von B

Joyio = 241
Ja—i2 2—1 1

sein.

Bemerkung 9.4.12. Sei A € M, »,(R) und sei A € C ein Eigenwert. Die Blockstruktur
beziiglich A ist die Gleiche wie die Blockstrucktur beziiglich A. Tatséchlich sind die
Zahlen B(\,k, A) und B(\, k, A) von (9.15) gleich, da Rang(C') = Rang(C'), wobei fiir
C € My, (C) mit C die komplex konjugierte Matrix von C' gemeint ist.

Bemerkung 9.4.13. Wir mochten noch eine Bemerkung zur Frage (2) oben machen.
Wenn wir noch ein bisschen mehr mit Polynomen in R|x] spielen, konnen wir zur fol-
genden Variante der Jordan Normalform iiber R fiir B gelangen. Das heisst, es existiert
P € GL5(R) mit

2 1] 1
P'BP = -1 2 1
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(e

> € Msyo(R) der komplexen Zahl a + bi € C entspricht.

Erinnern Sie sich, dass

a,bER}%C,

a

wobel die Matrix (Z

Konnen Sie die Ahnlichkeit zwischen den beiden Resultaten sehen?

Bemerkung 9.4.14. Der Autor glaubt, dass es am besten ist, wenn man die Jordan Nor-
malform tiber allgemeinen Korpern (mit moglicherweise nicht trigonalisierbaren Ma-
trizen/ Endomorphismen) erst behandelt, nachdem die Leser schon etwas Ringtheorie
gelernt haben. Insbesondere ist die allgemeine Jordan Normalform ein ziemlich einfa-
ches Korollar der Struktur von Moduln iiber Hauptidealringen (die Leser, die es nicht
abwarten konnen, konnen in meinem Lieblingsbuch iiber Algebra I und II [14]| mehr

dariiber lesen).

9.5 Anwendung auf Systeme von Differentialgleichun-

gen

Wir méchten zum Ende dieses Kapitels noch kurz eine coole Anwendung der Jordan

Normalform skizzieren. Erinnern Sie sich, dass die Gleichung
y'(t) =ay(t), ae€C, (9.19)

die Losung y(t) = e'y(0) hat. Was konnen wir sagen, wenn wir eine dhnliche Gleichung

betrachten, aber mit mehreren Koordinaten? Ein Beispiel wére das Gleichungssystem

Wir kénnen dies mithilfe von Matrizen zu einer einzigen vektorwertigen Gleichung

2(t)\  fa b\ [z(t)
<y'<t>> - ( d) <y<t)> 920
zusammenfassen und wenn wir Y (¢) := (I(t;) Y'(t) :== (I/(t;> und A = (a b)

schreiben, dann wird (9.20) zu

Y'(t) = AY (1), (9.21)
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was uns von der Form her stark an unsere urspriingliche Gleichung (9.19) erinnert. Es
stellt sich heraus, dass (9.21) auch eine einfach aussehende Losung hat, welche sehr
dhnlich zur Losung von (9.19) ist, ndmlich

Y (t) = Y (0).

Damit das Sinn ergibt, miissen wir allerdings noch das Exponential einer Matrix defi-
nieren.

9.5.1 Das Exponential einer Matrix

Die Definition des Matrixexponentials erfordert einen Beweis der Wohldefiniertheit.
Deswegen geben wir sie hier als Proposition/Definition an, wobei wir auch noch gleich

einige wichtige Eigenschaften beweisen.

Proposition/Definition 9.5.1. Sei A € M,,,(C). Die Reihe'!
1 1 = 1
AT Tyt ]; i

konvergiert (komponententweise) zu einer Matriz in M,.,(C). Der Grenzwert heisst

Matrixexponential von A und wird mit exp A oder e bezeichnet. Ausserdem gilt:

(1) Falls AB = BA, dann ist eA*P = edel.

(2) Fiir alle P € GL,(C) ist ¥ AP = P~1eAP.

A1
(8) Falls D = diagonal ist, dann ist
An
6)\1 et)\l
eP = und e = firt e C.
oA otAn

t2 t3 tnfl
Lt 5 3 (n=T)!
2 tn72
Lot tQ_' (n—2)!
1 ¢ ...
n—23)!
(4) Fiir einen Jordanblock Jy,, gilt e'’on = _ ( .3)

t

1

HErinnern Sie sich, dass 0! = 1 und A° = 1.
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2 3 n—1
1t % g_' (2—1)1
2 n—2
1t 5 (;_2),
1 t tn73
n—3)!
(5) Fiir einen Jordanblock Jy, gilt e!>xn = et . ( .3)
t
1
J1
(6) Falls A = . eine Blockdiagonalmatriz ist, dann ist
Jo
et
et =
et

Beweis-Skizze. Falls ¢ € Ryq eine obere Schranke fiir den Absolutbetrag aller Eintrége
von A ist, dann ist nc? eine obere Schranke fiir den Absolutbetrag aller Eintriige von A2
Mit Induktion lisst sich zeigen, dass n*~1c* eine obere Schranke fiir den Absolutbetrag
aller Eintriige von A¥ ist. Mit dem Majorantenkriterium folgt (absolute) Konvergenz in

jedem Eintrag, da die Reihe

0 nk—lck _
P TR
k=0

konvergiert. Daher existiert e € M, (C) fiir jede n x n-Matrix A.
(1) folgt aus einer Berechnung mit der binomischen Formel, die dank AB = BA gilt.
(2): Da (P~1AP)k = P7LA*P fiir alle k € N gilt, gilt fiir jedes N, dass

Al Al
—(P'AP)F = P! —AF )P
> ars = (S )

0

und mit N — oo folgt die Behauptung.
(3) folgt direkt aus der Definition von e? (bzw. e'P).
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(4) Es gilt
0 t
tJO,n: h B 5
ot
0
00 1
0 0 1 00 g
1 12 12
Z(t 2_ Y 2 _ U _ 2
2(J0,2) 2J0,n 5 ) 7 |
0 0
0 0

und so weiter. Weil J(’in = 0 fiir k > n, ist e!’o" eine endliche Summe, die durch

t2 t3 tnfl
Lt 5 (n—1)!
t2 tn72
1t 5o ooy
t’ﬂ*-
1 t (n—3)!

t

1

gegeben ist.
(5) folgt aus (3) und (4) unter Verwendung von (1), da tJy, = tAl + tJy, und
(tAL)(tJom) = (tJon) (EAD) gelten.
Ji o
(6) folgt, weil = fiir alle £k € N. O
Jo J¥

Beispiel 9.5.2. Es gilt ¢” = I, wobei 0 die Nullmatrix und I die Identititsmatrix ist.

2
10 10
Beispiel 9.5.3. Bemerken Sie, dass (1 O) = (1 0), also gilt

(%8)—10+10+110+l10+---—60
‘ o 1 1 0 2\1 0 31\1 0 S \e—1 1)
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10 el e 10
Beispiel 9.5.4. Es gilt e = = , da diagonal ist.
Weiter gilt
0 0 0 0 1{0 0 10
exp =1+ + = +0= .
10 10 2\0 0 11
1

Es folgt e(10) + e(60)e(16). Dies ist kein Widerspruch, da

o) 6o G0

Ubung 9.5.5. Zeigen Sie:

(a) Die Matrix e” ist invertierbar fiir alle A (Hinweis: Finden Sie die Inverse).

(b) eA") = (eA)T.

(d) det(e?) = espur(4),
(e) Geben Sie einen anderen Beweis von (a) mittels (d).

Hinweis: (d) ist nicht sehr einfach zu beweisen. Zeigen Sie es zuerst fiir eine diagonale
Matrix, dann fiir eine diagonalisierbare Matrix, dann fiir eine Matrix in Jordanform
und schliesslich fiir alle A € M,,,(C). Fiir den Schritt mit Matrizen in Jordanform

konnte es niitzlich sein, die Aussage zuerst fiir nilpotente Matrizen zu beweisen.

9.5.2 Zuriick zu Differentialgleichungen

Proposition 9.5.6. Sei A € M,,..,,(C). Dann gilt
(etA)’ _ AetA)

wobei " die komponentenweise Ableitung der Funktion R — M, y,(C), t — etd bezeich-

net.

Beweis. Obwohl ' die komponentenweise Ableitung bezeichnet, miissen wir zum Gliick
nicht alle Komponenten einzeln anschauen. Fiir eine Funktion f : R — R™ gilt namlich
t+h)— f(t

h—0
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ganz analog zur iiblichen Ableitung. Die Schreibweise limy_.q bedeutet hier, dass wir

den Grenzwert in jeder einzelnen Komponente betrachten. Also haben wir

(tHR)A _ tA hA A _ tA hA _ T\ ptA
AN . € et ete et (e De
R
‘ (I+hA+("§})2+---—I>etA ChAE e
= lim = | lim ' e
h—0 h h—0 h
hA?  h?A?
= (A+1lim | — + +oo ] et = Aeth, O
h—0 \ 2! 3!
=
yi(t) yi(t)
Korollar 9.5.7. Seien A € M,+,(C), Y(t) = : und Y'(t) = © |. Die
Yn(t) Yn(t)

Losung der Differentialgleichung

Y'(t) = AY (1)

c c1
ist gegeben durch Y (t) = et - | |, wobei | : | € C" irgendwelche Konstanten sind
Cn Cn
1
mit Y (0) = |
Cn

Beweis. Es folgt aus der Definition der Ableitung und Assoziativitdt der Matrixmulti-

C1
plikation, dass fiir Y(¢) := e | 1 | gilt
C?’L
/
C1 C1 C1 C1
1y — | otA ] - — (A | - | Prop tA . tA | - _
Yit)=|e : (e | : oz (Ae") | Ale : AY (1),
Cn Cn Cn Cn
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C1 C1
also 16st Y (t) = et | : | fiir beliebige | : | € C" die Differentialgleichung. Man
Cn Cn
setzt ¢ = 0 und erhélt
C1 C1 C1
Y (0) = € Bop- -
9.5.2
Cn Cn Cn
C1

A

Wir haben also gezeigt, dass e eine Losung unserer Differentialgleichung ist. Es

Cn
folgt nun aus allgemeinen Prinzipien, welche Sie in der Analysis behandeln, dass diese

Losung eindeutig ist. O]

Fiir die Berechnung von exp A braucht man die Jordan Normalform!

Differentialgleichungen der Form Y’(t) = AY (t) heissen homogene Differentialglei-
chungen erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten und haben viele Anwendungen.
Sehen Sie zum Beispiel Abschnitt 11.1 hier.

Hier ist die allgemeine Losung einer solchen Differentialgleichung mithilfe der Jordan

Normalform. Sei

Y'(t) = AY (1) (9.22)

und sei P € GL,(C), sodass PJP~! = A, wobei J in Jordanform ist. Dann ist (9.22)
gleich
Y'(t) = PJP'Y (#),

was aquivalent ist zu
PYY'(t) = JP7'Y(t)
oder

Z'(t) = JZ(t) (9.23)

mit Z(t) = P7'Y (t). Letzteres folgt, weil (P7'Y)(t) = P~'Y’(t). Dies zeigen Sie in
Ubung 9.5.8 unten. Die Losungen von (9.23) sind gegeben durch

wobei Ji,. .., J) die Jordanbldcke sind. Mit Proposition 9.5.1 (4) kénnen wir e/i be-

rechnen. Die Losungen von (9.22) sind also Pe'’ - v mit v € C™.
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Ubung 9.5.8. Seien A, B : R — M,,,(C) differenzierbare Funktionen. Zeigen Sie,
dass
(A(t)B(1)) = A'(t)B(t) + A(t) B'(1).

Falls A(t) = A konstant ist, dann gilt folglich (AB(t)) = AB'(t).

Beispiel 9.5.9. Betrachten Sie die zweidimensionale Differentialgleichung

rn .. (0 1
Y'(t) = AY (t), wobei A = (_4 4) .

Wenn wir die Jordan Normalform von A und eine Jordanbasis berechnen, erhalten wir

A= PJP! mit
P:_QlundJ:21.
—4 0 0 2

Die Gleichung Z'(t) = JZ(t) hat dann die Losung
2(t) = ¢ Lot fer) _ (e tejt a1
0 1/ \e 0 e ) \e
und somit ist Y (¢t) = PZ(t) die Losung unserer urspriinglichen Gleichung. Konkret
-2 1 2t t 2t
y(t) = et te 1
—4 0 0 e* o
(2 —2teP 4 e2t) (o
o\ e —Ate?t Co

B ((—201 + c)e?t — 262t62t)

heisst das

—4cqet — degte?

Beispiel 9.5.10. Wir betrachten das System

2 1 1
Y'(t) = AY(t), wobeiA=1] 2 1 -2
-1 0 -2

Wenn wir die Jordan Normalform und eine Jordanbasis fiir A berechnen, erhalten wir
A= PJP™! mit

1 0 -5 -1 1 0
P=1-2 0 -6 und J = 0O -1 0
-1 1 1 0 0 3
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Die Gleichung Z'(t) = JZ(t) hat dann die Losung

et te7t 0 c1
Zt)=10 et 0 Co
0 0 e s

und somit ist Y (t) = PZ(t) unsere gesuchte Losung, das heisst

Y (t)

1 0 -5 et tet 0

-2 0 —6 0 et 0
-1 1 1 0 0 e
et te™t —5edt
—2et —otet —6edt

—e bt —tet4 et e

cre !t + cote™t — Hegedt
—2c1e7t — 2cotet — Gege

(—c1 + co)e™ — cote™ + cze

C1
C2

C3

C1
Co

C3
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Changelog: Kapitel 9

06.05: Korollar 9.1.12 und die nachfolgende Ubung wurden von Abschnitt 9.2 ans
Ende von Abschnitt 9.1 verschoben.

08.05: In Beispiel 9.1.3 (9) wurde ¢ < 2 zu ¢ > 2 korrigiert.
08.05: Im Beweis von Satz 9.2.19 wurde Ny, zu Néﬁ(ui)ui korrigiert.
08.05: In Ubung 9.2.23 wurde [T = Jo. zu [N]g = Jo, korrigiert.

08.05: Am Ende des Beweises von Lemma 9.2.21 wurde an einer Stelle a; zu o4

korrigiert.
08.05: Vor Ubung 9.2.22 wurde [T|z,]5, zu [N|z,]s, korrigiert.

10.05: In Definition 9.2.3 wurde spezifiziert, dass ein unzerlegbarer Untervektor-

raum 7T-invariant sein muss.

10.05: In Abschnitt 9.2.1 wurde spezifiziert, dass die Lebensdauer nur fiir Vektoren
ungleich Null definiert ist.

16.05: In (9.17) wurde n,(;) zu B(\;, k,T) korrigiert.

16.05: In (9.7) und in der darauffolgenden Gleichung wurden Minuszeichen ein-

gefligt.

17.05: In der Loésung von Ubung 9.4.9 wurde v = (vy,...,v5) 20 v = aje; + - - - +
ases geandert, da im gleichen Absatz die Variablen vy, ..., v5 bereits als Vektoren

verwendet werden.

17.05: Im Beweis von Satz 9.2.19, im Beweis der Behauptung, wurde an einer
Stelle BNwvy zu BNwv, korrigiert.

17.05: Im Beweis von Satz 9.2.19 wurden einige n’s zu k’s korrigiert.

19.05: In Beispiel 9.5.9 wurde an einer Stelle e?t zu e* korrigiert und Losung

wurde von einer 2 x 2-Matrix zu einem Spaltenvektor korrigiert.

27.06: Im ,,Beweis mit einem Trick von Lemma 9.2.11 wurde an einer Stelle ein

n zu einem k korrigiert.
21.07: Im Beweis von Satz 9.2.19 wurde B,,, zu B,, korrigiert.
26.07: In Lemma 9.2.17 wurde hinzugefiigt, dass W nicht der Nullvektorraum ist.

20.08: Definition 9.1.2 wurde hinzugefiigt.
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Dualraum 11

Wir haben den Dualraum bereits kennengelernt, als wir den Darstellungssatz von
Riesz (Satz 6.5.5) in Abschnitt 6.5 und den Ausartungsraum von Bilinearformen in
Abschnitt 8.5 diskutiert haben. Wir wollen ihn nun etwas genauer untersuchen. Bevor

wir anfangen, wiederholen wir die Definition des Kronecker Delta:

Definition 10.0.1. Sei I eine beliebige Menge (dies wird spéter eine Index-Menge sein)

und K ein Korper. Fiir ¢, 7 € I definieren wir

5 1=1x fallsi=j,
YT lo=0g fallsi £

10.1 Dimension des Dualraums

Sei V' ein Vektorraum iiber einem Korper K. Wir definieren den Dualraum von V
als

V* := Homg(V, K),

wobei K = K' als (eindimensionaler) Vektorraum tiber sich selbst betrachtet wird.
Erinnern Sie sich, dass die Vektorraumstruktur auf V* folgendermassen definiert ist:
Fir o, e V¥, a € Kund v € V ist

(o +9)(v) == p(v) + P(v),
(ap)(v) := ap(v).

Sei B = (v;)ier (hier bezeichnet I eine Indexmenge) eine Basis von V (also ist
insbesondere dim V' gleich der Kardinalitit von I). Laut Satz! 3.1.15 ist ein Element

von V*, also eine Linearform ¢ : V' — K, eindeutig bestimmt durch eine beliebige Wahl

!Leider haben wir diesen Satz nur fiir endliche Basen formuliert und bewiesen, aber der gleiche
Beweis funktioniert auch im undendlich-dimensionalen Fall.
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von Bildern der Basis-Elemente. Das heisst, fiir jede Wahl von («;);e; € K existiert eine
eindeutige Linearform ¢ € V* sodass ¢(v;) = a; fiir alle ¢ € I. Eine Wahl (a;);e; € K
kann man auch als eine Funktion I — K ansehen, welche jedes i € I auf a; € K
abbildet. In anderen Worten bedeutet dies also, dass die Abbildung

L K!
@ = (¢(vs))ier

bijektiv ist, wobei K! die Menge aller Funktionen von I — K ist. Surjektivitit ist der
yexistiert-Teil und Injektivitat ist der ,,eindeutige-Teil.

Wenn wir K7 mit der iiblichen Vektorraumstruktur ausstatten (siche (2.7) auf Seite
52), sehen wir, dass ® sogar linear ist. Wir fassen unsere Erkenntnisse in der folgenden

Proposition zusammen:

Proposition 10.1.1. Sei V' ein Vektorraum tber K und sei B = (v;);er eine Basis von
V. Dann ist V* isomorph zu K.

Beispiel 10.1.2. Falls dimV = n < oo, dann ist ® nichts anderes als die Darstel-
lungsmatrix: Sei B = (vy,...,v,) eine Basis von V' (die hier verwendete Indexmenge
ist I ={1,...,n}). Dann gilt fir p € V*, dass ®(¢) = (¢(v1),...,o(va)) = [¢]Z . Be-
merken Sie, dass [p]2 ein Zeilenvektor ist (vergleiche spiter mit Beispiel 10.1.7 unten).

Ausserdem folgt: Falls dim V' =n € N, dann ist dim V* = dim V' = n.

Fiir endlich-dimensionale Vektorrdume hat der Dualraum also die gleiche Dimension
wie der urspriingliche Vektorraum. Fiir unendlich-dimensionale Vektorrdume ist dies

nicht der Fall, wie das néachste Beispiel zeigt.

Beispiel 10.1.3. Sei V' = Sp(ey,es,...) € K> (dies ist der Raum W aus Beispiel
2.1.14). Dann ist V* = K*°. Insbesondere? ist dim V* > dim V.

Beispiel 10.1.4. Sei [ eine nichtleere Menge und erinnern Sie sich, dass wir an die

Definition von K’ von Seite 52:
K'={f:1— K}.
Wir definieren den Triger (auf Englisch support) einer Funktion f: I — K als

supp(f) :=={i € I | f(i) # 0}.

2Wir haben nie bewiesen, dass dim K> {iberabzihlbar ist. Hier ist ein Beweis:

Falls K iiberabzahlbar ist, zeigt Beispiel 5.2.18, dass K°° eine iiberabzdhlbare linear unabhingige
Menge enthalt, also muss jede Basis iiberabzéhlbar sein. Wenn K endlich/abzahlbar ist und B =
(v1,v2,...) € K* abzihlbar ist, dann kann man mit einem Standardargument aus der Mengenlehre
zeigen, dass Sp(B) auch abzdhlbar ist (z.B. durch Sp(B) = U,,~, Sp(v1, .. .,v,) und weil Sp(v1, ..., vy)
abzéhlbar ist). Wir wissen aber, dass K> iiberabzdhlbar ist, also ist Sp(B) # K und somit kann B
keine Basis sein.
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Damit definieren wir den Untervektorraum
KW= {f e K| |supp(f)| < 00} C K'
aller Funktionen mit endlichem Trager. Bemerken Sie, dass wir dquivalent auch
K" = {(w)ier | Vi a; € K}
schreiben konnen. In diesem Fall ist
KU = {(ay)ie; € K | o = 0 fiir alle ausser endlich viele i € I'}.

Falls |I| < 0o, dann ist KO) = K, aber falls |I| = oo, dann gilt immer KO C K.

Ubung 10.1.5. Fiiri € I seie; : [ — K durch
ez(j) = 61’]’ fir allej el

definiert. Somit ist also e; € K?. Man kann iiberpriifen, dass e; einen endlichen Triger
hat, also dass e; € K.

(a) Zeigen Sie, dass Sp((e;)icr) = KO (bemerken Sie, dass hier (e;);c; nicht ein Vektor,

sondern eine ganze Menge von Vektoren ist).
(b) Folgern Sie wie oben, dass (K)* = K1

Ubung 10.1.6. [Direkte Summen und Produkte] Sei K ein Kérper, I eine (Index-)
Menge und (V;);e; eine Kollektion von Vektorrdumen tiber K. Das direkte Produkt der
Vektorrdume (V;);es ist das kartesische Produkt

[TVi={@ies | vi e Vi Vie I}

i€l

Dies ist ein Vektorraum, versehen mit komponentenweiser Addition und Skalarmulti-

plikation. Die (dussere) direkte Summe ist der Untervektorraum

@Vi = {(Ui)iel € HW

el el

v; = 0 flr alle ausser endlich viele i € } )

Zeigen Sie mit V; = K fiir alle v € I, dass

(@K)*gHK.

el el
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Beispiel 10.1.7. Warum war es in Beispiel 10.1.2 wichtig, zu bemerken, dass [np]?l

ein Zeilenvektor ist? Betrachten wir nun K™ immer als Kg , und versuchen wir, (K")*
bessser zu verstehen. Betrachten wir dafiir die Standard-Basis £, C K™. Fiir ¢ € (K")*
betrachten wir den Zeilenvektor [go]gy, wobei £ = {(1)} € K die Standard-Basis von
K = K! ist. Laut der Transformationsformel (3.11) gilt fiir v € K™, dass

&

U]gn = [80]5?/07

p(v) = [p(v)]e, = []E"]

da [v]g, = v. In anderen Worten, jede Linearform ¢ € (K™)* ist bloss ein Zeilenvektor,
welcher auf K™ = Kg ,, durch die iibliche Multiplikation von Zeilen- und Spaltenvek-
toren operiert:
by
vw = (a,...,a,) | * | =a1by + -+ + ayby. (10.1)
bn

In anderen Worten haben wir (Kg )" = Kz

Bemerkung 10.1.8. Die Symmetrie zwischen den a;’s und b;’s in (10.1) zeigt die Dualitét
zwischen V' (représentiert durch die b;’s) und V* (représentiert durch die a;’s). Wir
werden spater sehen, dass der Bidualraum von K", also ((K™)*)*, isomorph zu K™ ist,

was auch durch die Symmetrie von (10.1) angedeutet wird.

10.2 Die duale Basis

Die duale Basis ist nur eine Basis, wenn wir endlich-dimensionale Vektorrdume be-
trachten. Fiir unendlich-dimensionale Vektorrdume ist es nur eine linear unabhéngige
Teilmenge des Dualraums. Trotzdem wird die folgende Konstruktion falschlicherweise

auch fiir co-dimensionale Vektorrdume die duale Basis genannt:

Definition 10.2.1. Sei V' ein Vektorraum iiber K mit einer Basis B = (v;);er. Fiir
i €I sei ¢; € V* die eindeutige Linearform ¢; : V- — K mit ¢;(v;) = 0;; fiir alle j € I.
Die Menge B* = (¢;)ier € V* wird die duale Basis von V* beziiglich B genannt, wenn
V endlich dimensional ist und die duale Menge in V* beziiglich B, wenn V' unendlich-
dimensional ist. Wenn B aus dem Kontext heraus klar ist, schreiben wir oft nur duale

Basis von V* (bzw. duale Menge in V*).
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Bemerkung 10.2.2. Bemerken Sie, dass die Konstruktion von ¢; € V* fiir 7 € I nicht

nur vom Basiselement v; abhéngt, sondern von der ganzen Basis B = (v;);e/!

Notation. Physiker schreiben die duale Basis von B = (vy, ..., v,) als B* = (v}, ... v").

* *

Andere Autoren verwenden manchmal die Notation B* = (v],...,v}).

e n

Bemerkung 10.2.3. Wenn die Dimension von V' endlich oder abzdhlbar ist (oder allge-

meiner wenn I geordnet ist), dann betrachten wir B und B* als geordnete Listen.
Proposition 10.2.4. Sei V' ein Vektorraum und B eine Basis von V.

(1) Falls dimV < oo, dann ist B* eine Basis von V*.

(2) B* ist immer eine linear unabhingige Teilmenge von V*.

Beweis. Da wir wissen, dass im Fall dim V' < oo gilt, dass dim V* = dim V', geniigt es,

(2) zu zeigen. Nehmen wir dazu an, dass fiir paarweise verschiedene Indizes iy, ..., i
in
k
S i, = angn + oo+ iy, =0 (10.2)
j=1

in V* gilt, mit o, ..., € K. Fiir £ € {1,...,k} wenden wir beide Seiten von (10.2)
auf v;, an: Da ¢, (v;,) = 6;, 4,, haben wir

k
i, = Y i (vi,) = 0.
j=1

Da dies fiir alle ¢ gilt, ist also o, = -+ = «;, = 0, was zeigt, dass (¢;)ics linear

unabhéngig ist. O

Beispiel 10.2.5. |[Berechnung von dualen Basen in K"| Wir betrachten Q? mit der
1 3

Basis (v1,v2), wobei v; = 5 und vy = (4) Per Definition sind ¢1, ¢y : K? — K

von der dualen Basis definiert durch

() ()
() ()

Suchen wir zuerst ;. Erinnern Sie sich von Beispiel 10.1.7, dass wir nur [@1]2 =: (a,b)

verstehen miissen. Anders gesagt suchen wir eine Losung fiir

@) (3)-1 (o]~
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oder zu einer Gleichung zusammengefasst,

()5 2)- 0o

Analog dazu erfillt (¢, d) := [(,02]2 die Gleichung
1 3
(c d) —(0 1).
2 4

Wenn wir dies nochmals zusammenfassen, suchen wir also (a b) mit
c
a b 1 3 10
c d) \2 4 0 1
-1
J ; a b 1 3
anders gesa = :
Be5a8 c d 2 4

Wir kénnen dies verallgemeinern: Wenn B = (vy, ..., v,) eine Basis von K" = Kg
ist, B* = (41, .., p,) die duale Basis und wir ¢ € (K§,,))" = K7 betrachten (wobei

wir die beiden Radume geméss Beispiel 10.1.7 identifizieren), dann haben wir
— Y | |
: v o Up | = I,
- Yn | |

oder dquivalent
— 1 ] |

Dies gibt uns einen Algorithmus fiir die Berechnung der dualen Basis.

Wir wollen nun das obige Beispiel auf beliebige endlich-dimensionale Vektorrdume

verallgemeinern.

Proposition 10.2.6 (Berechnung von dualen Basen in endlich-dimensionalen Vektor-
rdumen). Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum tber K und sei B = (vy,...,v,)

eine Basis und B* = (p1,...,¢,) die duale Basis. Sei € eine andere Basis® von V

3Denken Sie zum Beispiel an V = R[z] und die Standard-Basis {1,z,22,...}.
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(welche wir Standard-Basis nennen). Dann gilt

- [@1]2 —
[dy)5 = I,..

— [Wn]gl 7

Beweis. Per Definition der Matrixmultiplikation haben wir

* [@1]2 * * [901]21 ldv]§ — * [901]?1 o
[1dy]§ = z e s = I,
- [@n]gl - 7 [Son]gl [IdV]? - — [%]?1 7
wobei die letzte Gleichheit aus der Definition der dualen Basis folgt. O

Bemerkung 10.2.7. Dies gibt uns einen konkreten Algorithmus fiir die Berechnung der

dualen Basis in beliebigen endlich-dimensionalen Vektorrdumen.

Ubung 10.2.8. Betrachten wir die Basis B = {1,14+z,1+x+2*} C R[z]s. Berechnen
Sie B*.
Losung: Wir schreiben B* = (1, 9, ¢3). Wenn wir die Standard-Basis £ = (1, z, ?)

verwenden, haben wir

-1 -1
— lple, — | | |

el ) N |
Also gilt zum Beispiel [¢1]e = (1, —1,0), das heisst
¢1(c+bx + az®) = c — b.
Ahnlich dazu gilt

@o(c+br + ax®) = b — a,
ws3(c + br + ax®) = a.

Wir empfehlen es den Lesern, zu iiberpriifen, dass (¢1, 2, ¢3) tatséchlich die Bedingun-
gen aus der Definition der dualen Basis erfiillt. Ausserdem mochten wir noch erwéhnen,
dass man die duale Basis natiirlich auch direkt berechnen koénnte:

Wenn wir einen allgemeinen Vektor in R[z], als ¢+ bx+az? in der Basis B schreiben,

erhalten wir

c-l+br+ar’=(c—b)1+(b—a)(l+z)+a(l+z+2?).
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Nun konnen wir die Definition der dualen Basis benutzen und ¢;, @2 und 3 direkt

ablesen.

Kommen wir nun zu einer niitzlichen Beobachtung, welche direkt aus der Definition

der dualen Basis folgt.

Lemma 10.2.9. Sei V' endlich-dimensional mit Basis B = (vq,...,v,) und dualer
Basis B* = (p1,...,¢n). Dann gilt fir allev € V

¢1(v)
[v]p = : (10.3)
on(v)
und fiir alle p € V*
p(v1)
[plp- = E
p(vn)
a1
Beweis. Sei [v]g= [ : |, alsov=>"}_; avg. Dann gilt
Qp

pi(v) = @ (Z Oék%) = Zak%(vk) = Z%@k = oy,
k=1 k=1 k=1

B
was (10.3) zeigt. Ahnlich gilt fiir ¢ € V* mit [p]g- = | : |, also o = Y1, Brpr, dass

B

p(vi) = (Z 5k80k> () =D Bren(vi) = D Brdis = Bi. O

Dieses Lemma wird im nédchsten Abschnitt niitzlich sein. Die Leser haben vielleicht
bemerkt, dass wir eine ahnliche Proposition in einem anderen Kontext gesehen haben
— Proposition 6.4.2. Dies ist kein Zufall:

Beispiel 10.2.10. Sei (V,(,)) ein endlich-dimensionaler Skalarproduktraum iiber F
(wobei F = R oder F = C). Erinnern Sie sich, dass die Abbildung v — ¢, := (v,-) € V*
eine Identifikation von V und V* gibt. Sei nun B = (ey, ..., e,) eine orthonormale Basis.
Es folgt direkt aus den Definitionen, dass die duale Basis durch B* = (¢¢,,- -, e, )
gegeben ist. Also ist unter der obigen Identifikation von V' mit V* eine Orthonormalbasis
ihre eigene Dualbasis!

Uberpriifen Sie, dass dies nicht gilt, wenn B nicht orthonormal ist.
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10.3 Kanonisch vs. nicht-kanonisch

Nehmen wir an, wir bekommen eine gewisse Information (zum Beispiel ein Vektor-
raum). Wenn wir daraus gewisse zusétzliche Informationen erhalten kénnen, ohne eine
zusétzliche Auswahl zu treffen, dann sagen wir, dass diese Zusatzinformation kano-
nisch (oder natiirlich) definiert ist. Manchmal kann man eine Definition angeben, ohne
etwas auszuwédhlen (zum Beispiel Definition 10.3.3 unten). Manchmal treffen wir bei
der Berechnung einer zuséatzlichen Information auch eine Wahl. Diese Information wird
kanonisch genannt, wenn das Endresultat unabhingig von der getroffenen Wahl ist*.

Wir vermeiden es, eine préazise Definition von den Wortern kanonisch und natiirlich
anzugeben, und unser Ziel in diesem kurzen Abschnitt ist es, einige Abbildungen von
Vektorrdumen anzugeben und zu schauen, ob die Definitionen dieser Abbildungen von
der Wahl einer Basis abhéngen (in diesem Fall wéren die Abbildungen dann nicht

kanonisch) oder ob Sie unabhéngig davon sind (dann nennen wir sie kanonisch).

Proposition 10.3.1. Sei V' ein K-Vektorraum, B = (v;)ie;r €V eine Basis und B* =
(pi)ier € V* die duale Menge zu B. Die lineare Abbildung

(I)BZV—>V*,

die durch ®g(v;) = ¢; fir alle i € I definiert ist, ist injektiv.

Beweis. Dies ist dquivalent zu der Tatsache, dass (;);es linear unabhéngig ist (wieso?).
[

Die Abbildung ®5 héingt von der Wahl von B ab und ist ein Isomorphismus genau
dann, wenn dim V' < oo. Anders gesagt, falls V' endlich-dimensional ist, gibt uns jede

Wahl einer Basis einen Isomorphismus zwischen V und V*.

10.3.1 Der Bidualraum

Definition 10.3.2. Sei V' ein K-Vektorraum. Der Raum V** := (V*)* heisst der Bi-

dualraum von V.
Hier ist nun ein typisches Beispiel fiir eine kanonische Abbildung:

Proposition/Definition 10.3.3. Die Evaluationsabbildung

ev:V — U™

V> evy,,

4Denken Sie zum Beispiel an die Determinante oder den Rang eines Endomorphismus, welche
unter Verwendung einer Darstellungsmatrix berechnet werden kénnen. Die Darstellungsmatrix hangt
von der Wahl der Basis ab, die Determinante/der Rang aber nicht.
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wobei ev,(p) = @(v) fiir alle o € V*, ist linear und injektiv. Falls V' endlich-dimensional

ist, ist sie ein Isomorphismus.

Beweis. Per Definition gilt fiir alle ¢ € V*

eVow-i-,Bw(SO) = SO(OZU + 510) = O“P(U) + 6@(“’) = aevv(gp) + ﬁevw(SO) = (aevv + 56%)(%0)

und daher ist evq,1p, = v, + fev,, als Elemente von V**, was die Linearitat zeigt.
Sei 0 # v € V. Es existiert ¢ : V' — K mit p(v) # 0 (zum Beispiel kann man {v} zu

einer Basis von V' erweitern und ¢ auf dieser Basis wie gewiinscht definieren). Es folgt,

dass ev,(p) = ¢(v) # 0 und daher ist ev, # 0. Dies zeigt die Injektivitdt von ev. Die

letzte Aussage folgt aus einem Dimensionsargument. O

Bemerkung 10.3.4. Die Evaluationsabbildung ist kanonisch in dem Sinne, dass man
keine Basis auswihlen muss, um sie zu definieren. Falls dim V' < oo, dann sind also V'
und V** kanonisch isomorph. Um eine bessere Intuition dafiir zu bekommen, finde ich
die folgende Erkldarung von Aloizio Macedo auf StackExchange sehr interessant:
The dual is intuitively the space of ,rulers* (or measurement-instruments) of
our vector space. Its elements measure vectors. This is what makes the dual
space and its relatives so important in Differential Geometry, for instance. This
immediately motivates the study of the dual space. For motivations in other
areas, the other answers are quite well-versed.
This also happens to explain intuitively some facts. For instance, the fact that
there is no canonical isomorphism between a vector space and its dual can then
be seen as a consequence of the fact that rulers need scaling, and there is no
canonical way to provide one scaling for space. However, if we were to measure
the measure-instruments, how could we proceed? Is there a canonical way
to do so? Well, if we want to measure our measures, why not measure them
by how they act on what they are supposed to measure? We need no bases for
that. This justifies intuitively why there is a natural embedding of the space
on its bidual. (Note, however, that this fails to justify why it is an isomorphism
in the finite-dimensional case).

Hier ist noch eine andere Abbildung, die man ohne Wahl einer Basis definieren kann:

Definition 10.3.5. Die Bilinearform?®

()V:V*xV > K
(@, v) = (p,v) := p(v)

°In Definition 8.1.1 haben wir Bilinearformen als Abbildungen V x V — K definiert, doch wir
erweitern diese Definition von nun an auf Abbildungen 5 : V x W — K, wobei V und W Vektorrdume
iber K sind. Eine solche Funktion heisst Bilinearform, wenn sie die Bedingungen (1) und (2) aus
Definition 8.1.1 erfiillt. Bemerken Sie, dass es im Fall V' # W keinen Sinn macht, von symmetrischen
Bilinearformen zu sprechen, da fiir v € V und w € W gar nicht definiert ist, was §(w, v) bedeutet.
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heisst die (kanonische) duale Paarung.

Ubung 10.3.6. Uberpriifen Sie, dass (,) bilinear ist.

10.4 Die duale Abbildung

Eines der Ziele dieses Abschnitts ist den Lesern zu helfen, keine Angst vor abstrakten
Begriffen zu haben, welche sie moglicherweise spéater im Studium nochmals antreffen
werden.

Sei Vek die Klasse von Vektorrdumen iiber einem Korper K.

Definition 10.4.1 (Kovarianter Funktor). Ein kovarianter Funktor von Veky zu sich
selbst ist eine Abbildung F': Vekx — Veky, sodass gilt:

e Fiir jeden Vektorraum V' € Vekyg gibt uns F einen Vektorraum F(V') € Vekg.

e Fiir VW € Veky und T' € Hom(V, W) gibt uns F eine lineare Abbildung F'(T) €
Hom(F(V), F(W)), sodass

F(Idv) = IdF(V) vV V € Vekyg,
F(SoT)=F(S)oF(T) VYT e Hom(V,W), S e Hom(W,U).
In anderen Worten, Funktoren erhalten Identitdtsabbildungen und Verkettungen.

Kovariante Funktoren erhalten die Reihenfolge von linearen Abbildungen, wiahrend
kontravariante Funktoren die Reihenfolge umkehren. Wir geben die Definition an und
schreiben die Stellen, die sich von der Definition oben unterscheiden, in einer anderen
Farbe:

Definition 10.4.2 (Kontravarianter Funktor). Ein Kontravarianter Funktor von Vekg
zu sich selbst ist eine Abbildung F': Vekx — Vekp, sodass gilt:

e Fiir jeden Vektorraum V' € Vekyg gibt uns F einen Vektorraum F(V') € Vekg.

e Fiir VW € Veky und 7' € Hom(V, W) gibt uns F eine lineare Abbildung F/(T) €
Hom(F (W), F(V)), sodass

F(Idv) = IdF(V) VVe VekK
F(SoT)=F(T)oF(S) VT eHom(V,W), SeHom(W,U).

Ubung 10.4.3. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Wenn F' : Vekx — Veky ein kovarianter Funktor ist, dann gilt fiir alle U, V, W €

Vek und fiir alle linearen Abbildungen 7', .S, R wie unten, dass
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#(T)

4 FU) —— F(V)
& ls kommutiert — - lF(s) kommutiert.
w F(W)

(b) Wenn F : Vekx — Vekg ein kontravarianter Funktor ist, dann gilt fiir alle
U,V,W € Veky und fiir alle linearen Abbildungen 7T',.S, R wie unten:

F(T)
U—"-V F(U) «—— F(V)
x ls kommutiert — . TF(S) kommutiert.

Beispiel 10.4.4 (Der konstante Funktor). Wir fixieren einen Vektorraum Vy € Vekg

und betrachten den Funktor
C: VekK — VekK

V= W,
der alle Vektorrdume auf V; abbildet und fiir beliebige V, W € Vekg

C : Hom(V, W) — Hom(C(V),C(W)) = Hom(V;, Vp)
T — IdVg

alle linearen Abbildungen T : V' — W auf die Identitdt abbildet. Dies ist ein ziem-
lich langweiliger kovarianter Funktor (es ist sogar gleichzeitig auch ein kontravarianter
Funktor).

Wir mdéchten nun ein erstes Beispiel von einem interessanten Funktor machen, in-
dem wir den Dualraum als Funktor betrachten. Wir definieren F' : Veky — Veky
als F'(V) = V*. Um einen Funktor zu haben, miissen wir noch F(T') fiir alle T €
Hom(V, W) definieren®.

Definition 10.4.5. Sei 7" € Hom(V, W), wobei V, W € Vekg. Wir definieren die duale
Abbildung T* : W* — V* durch
T*W) = oT fiir ) € W*

Bemerkung 10.4.6. Sie haben vielleicht bemerkt, dass wir die Notation 7™ schon einmal
verwendet haben, ndmlich fiir die adjungierte Abbildung in Skalarproduktrdumen. Wir

werden in Bemerkung 10.5.10 nochmals auf diesen Punkt eingehen.

5Die Leser, welche jetzt schrecklich verwirrt sind von diesen Funktorgeschichten, kénnen alles bisher
gesagte ignorieren und ab hier weiterlesen.
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Proposition 10.4.7. Die duale Abbildung T* ist wohldefiniert’” und linear.

Beweis. Fiir die Wohldefiniertheit miissen wir zeigen, dass Y oT € V* fiir v € W* also
dass ¥ o T linear ist. Dies gilt, weil die Verkettung von linearen Abbildungen linear ist.
Fiir die Linearitdat von 1™ betrachten wir ¢y, 1, € W* und aq,ay € K. Es gilt

T (b1 + agihg) = (uthr + agihg) o T = (ay9hr) o T+ (aghe) o T
= (Q/Jl o T) + Oég(wg o T) = OélT* (1/11) + OéQT*(Q/JQ). D

Proposition 10.4.8. Seien V. W, U € Veky und seten T :V — W und S : W — U

lineare Abbildungen.
(1) (SoT)* =T*o0S*.
(2) (Idy)* = Idy-.

(8) Falls T : V. — W ein Isomorphismus ist, dann ist T* : W* — V* auch ein

Isomorphismus und die Inverse ist gegeben durch (T*)~' = (T—1)*.

Beweis. (1): Fir alle ¢ € U* gilt
(SoT)(p) =po(SoT)=(poS)oT=T(poS)=T(5p) =T o5 (p).
(2): Fiir alle p € V* gilt

(Idy)*(¢) = poldy = ¢ = Idy+(¢).

(3): Sei T~ : W — V die Inverse von T'. Es gilt

tdy- 2 (1dy)" = (T o T)* 2 77 0 (7))

Iy 2 (1dw)* = (ToT ) 2 (T ) o T,

daher ist (T~1)* die Inverse von T*, was die Aussage beweist. ]

Bemerkung 10.4.9. Die Aussagen (1) und (2) von Proposition 10.4.8 zeigen, dass F(V) =
V* mit F(T) = T* ein kontravarianter Funktor ist. Zu diesem Zeitpunkt sollten die Le-
ser die Aussage ,,Der Dualraum und die duale Abbildung bilden einen kontravarianten
Funktor* als eine Art zum Zusammenfassen von Informationen sehen.

Spéter in Threm Studium werden sie dann vielleicht lernen, wie man mit dieser Spra-

che weitere Konstruktionen machen kann, welche einem helfen, Beziehungen zwischen

"Bemerken Sie, dass es zwei verschiedene Dinge bedeuten kann, Wohldefiniertheit zu zeigen. Das
eine ist, zu zeigen, dass eine Definition nicht von einer getroffenen Auswahl abhéngt (zum Beispiel in
der Definition 1.2.12 der Addition in Z/nZ). Das andere ist, zu zeigen, dass die Bilder aller Elemente
des Definitionsbereichs auch tatséchlich im Zielbereich liegen. Letzteres ist, was wir hier tun miissen.

402




Kapitel 10.4 Die duale Abbildung

verschiedenen Funktoren zu sehen. Wir werden im néchsten Kapitel noch etwas mehr

dazu sagen.

Beispiel 10.4.10. Wir betrachten die lineare Abbildung D : R[z] — R|z] definiert
durch Dp = p/, wobei p’ die Ableitung von p bezeichnet. Die duale Abbildung von D
ist also eine lineare Abbildung D* : (R[z])* — (R[z])*. Sei ¢ : R[z] — R die Linearform
definiert durch ¢(p) = p(3). Dann ist D*(p) € (R[z])* gegeben durch

(D*(©))(p) = (po D)(p) = ¢(Dp) = o) =p'(3).

In anderen Worten, D*(yp) ist die Linearform auf R[z|, welche p auf p’(3) abbildet.
Betrachten wir nun ¢ € (R[z])* definiert durch ¢ (p) = fol p(z)dz. Dann ist D*(1))
gegeben durch

(D*(¥))(p) = (¥ o D)(p) = ¥(Dp) =(p) = /0 p'(x)dx = p(1) — p(0).

In anderen Worten, D*(v)) ist die Linearform auf R[x], welche p auf p(1) —p(0) abbildet.

Proposition 10.4.11. Sei T : V. — W eine lineare Abbildung mit dimV = n und
dim W =m und seien B CV, C C W geordnete Basen. Dann gilt

795 = (1118)" . (10.4)

Beweis. Sei ey, ey, ... die Standardbasis von K™ oder K™ (als Spaltenvektoren betrach-
tet). Wir schreiben B = (vy,...,v,) und C* = (¢1,...,%,,). Der ¢j-Eintrag der linken
Seite (wobei 1 <i<nund 1< j <m)ist
el [T*)5.¢; = el [T*)%[W;)e- = el [T*;]p- = i-Komponente von [T™*1);] -
Def.

Lemma 4 Jet ) ' Len:una . '
10.2.9 T4 (vi) =" 1;(Twi) 1029 J Komponente von [Tv;]c

was der ji-Eintrag von [T])5 und somit der ij-Eintrag der rechten Seite von (10.4)
ist. [l

Beispiel 10.4.12. Wir schrénken die lineare Abbildung D : R[x] — R[z] von Beispiel
10.4.10 auf den Unterraum R[z], ein und wir betrachten die Basis B = (1, 14z, 1+x+2?)
mit der dualen Basis B* = (1, 2, 3), wie in Ubung 10.2.8 berechnet. Wir haben

D(1) =0,
D(l1+z) =1,
Dl+x+2°)=20+1=-1+2(1+2),
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01 -1 0
0 0 2 |.EsfolgtausProposition 10.4.11, dass [D*]5, = | 1
00 O -1

Wir méchten nun die Linearform ¢ : p — p(3) in der Basis B* darstellen. Dafiir

0 0
also ist [D]8 = 00
2 0
berechnen wir fiir p = ¢ + bz + ax?

o(p) = go(c—l—b:(:—l—ax2) = c+3b+9a = (¢—b)+4(b—a)+13a = p1(p) +4p2(p) +13¢3(p),

also ist ¢ = @1 + 4 + 13p3. Weiter berechnen wir

0 00 0
[D*gls = D5 lele- = 1 0 0| a|=]1],
12 0/) \13 7

also ist D*¢ = @9 + T3, was bedeutet, dass
D*p(c+bx + axr?®) = 1(b—a) + Ta = b + 6a.
Dies stimmt natiirlich mit p — p/(3) tiberein:

¢+ bx + azx® — (b+ 2ax)(3) = b+ 6a.

10.5 Annulator

Wenn wir die duale Paarung
():V*'xV =K

betrachten, sehen wir Ahnlichkeiten zur Orthogonalitit und insbesondere zum ortho-

gonalen Komplement. Wir prézisieren:

Definition 10.5.1. Fiir einen Vektorraum V und eine Teilmenge () # U C V definieren

wir den Annulator von U als

U :={peV*|pu)=0VueU}
={pe V| {p,u) =0VuecU}
={p e V" | U Ckeryp}.

Bemerkung 10.5.2. Einige Autoren nennen U sogar den orthogonalen Raum zu U.

Ubung 10.5.3. Zeigen Sie, dass U° C V* ein Untervektorraum ist.
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Proposition 10.5.4. Sei V' endlich-dimensional und U C V' ein Untervektorraum.
Es gilt dimU° = dimV — dimU. Genauer gesagt, wenn (ui,...,uy) eine Basis von
U ist und (uy, ..., Uk, V1,..., 00 k) eine Erweiterung zu einer Basis von V', dann ist
U =Sp(t1,. .., 0 1), wobei

B*:(<P17-~790k7¢1>~-;¢n—k)

die duale Basis von V* beziiglich der Basis B = (u1, ..., U, V1, .., Up_g) iSL.

Beweis. Per Definition von y,...,1,_; liegen uq,...,u; in deren Kern, also sind
U1, . Yng € UY und somit Sp(vy, ..., ¥,_x) C U°.
Fiir die andere Inklusion sei ¢ € U°. Wir schreiben

o =o1p1+ -+ appr + B+ A+ Bk Wn—ke

Da ¢ € U°, gilt p(u;) =0 fiir i = 1,..., k und somit gilt

0=p(u;) = arp1(u) + -+ + Bown—r(wi) = .
Also ist @y = -++ = ag = 0 und somit ist ¢ € Sp(¢1, ..., UVn_k). H
Wir méchten nun die Beziehung von Im(7"), Im(7™), ker(7") und ker(7™) untersuchen.
Proposition 10.5.5. Seien V., W endlich-dimensional und T : V — W.
(1) (ImT)° = ker T*.
(2) (kerT)° =ImT*.
Bemerkung 10.5.6. Vergleichen Sie Proposition 10.5.5 mit Lemma 7.1.5.

Beweis. (1): Sei ¢ € ker T*. Per Definition ist T7*(¢) = p o T = 0, also gilt
YVoeV poT(v)=p(Tv)=0
und somit ist ¢ € (ImT)". Fiir die andere Inklusion sei ¢ € (ImT)°. Das heisst, dass
YoeV o(Tv)=0.

Daraus folgt, dass ¢ oT" = 0 als Linearform und somit 7*(y) = 0, also ist ¢ € ker T™.
(2): Sei ¢ € Im T™, das heisst es existiert ¢ € W* mit ¢ = T*¢ =1 oT. Also haben
wir fiir alle v € ker T’

p(v) = YT (v) = $(0) = 0,
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also ist o € (ker T')° und somit ist Im T* C (ker T')°. Anstatt die umgekehrte Inklusion

direkt zu zeigen, machen wir ein Dimensionsargument:

dimImT* = dim W — dimker 7* 2 dim W — dim(Im T)° (10.5)

f;:‘;i dim W — (dim W — dimIm T) = dimIm T (10.6)

R:‘:g dim V — dim ker 7‘13;2; dim(ker T)°, (10.7)

also impliziert Im 7" C (ker T')? Gleichheit. O

Korollar 10.5.7. Seien V,W endlich-dimensional und T : V' — W linear. Dann gilt:
(1) T ist injektiv <= T* ist surjektiv.
(2) T ist surjektiv <= T* ist injektiv.

Beweis. Es gilt

T injektiv <= kerT = {0y} <= (kerT)" =V* ?0:;2 Im7T* = V*

<= T" surjektiv
und &hnlich

T surjektiv <= ImT =W <= (ImT)° = {Op+} <= kerT* = {Op-}

<= T injektiv. O
Korollar 10.5.8. Spaltenrang = Zeilenrang.
Beweis. Schauen Sie, was wir in (10.5) gezeigt haben:
dimIm7 = dimIm 7™, (10.8)

Fiir T'= m4 gilt aber
dimIm7T = dimImm4 = Spaltenrang von A

und

dim Im 7™ 11;1%; dimImmyr = Zeilenrang von A. [
Es lohnt sich, (10.8) nochmals separat zu erwdhnen:

Korollar 10.5.9. dimIm 7T = dim Im T™*.
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Bemerkung 10.5.10. Wenn (V] (,)) ein Skalarproduktraum ist, haben wir gezeigt, dass
V und V* kanonisch isomorph (bzw. anti-isomorph im Falle von unitiren Vektorréu-
men) sind durch die Abbildung v — (-,v). Wir kénnen die beiden also miteinander
identifizieren. Die Leser finden es vielleicht interessant, dies mit den Ergebnissen aus
den Kapiteln 6 und 7 zu vergleichen. Zum Beispiel ist die Adjungierte Abbildung T*
nichts anderes als die duale Abbildung 7™ unter dieser Identifikation von V und V*.
Ahnlich dazu ist der Annulator mit dem orthogonalen Komplement verwandt und so

weiter.
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Changelog: Kapitel 10

e 19.05: Ubung 10.2.8 wurde von Beispiel zu Ubung umbenannt.

e 19.05: Nach Definition 10.2.1 wurde ein Eintrag zur Notation der dualen Basis
eingefiigt.

e 20.05: In Beispiel 10.1.3 wurde eine Fussnote hinzugefiigt.

e 21.05: In Bemerkung 10.4.9 wurde kovariant zu kontravariant korrigiert.

e 24.05: In Beispiel 10.2.5 wurde B* = (vy,...,v,) zu B* = (¢1,. .., p,) korrigiert.
e 24.05: In Proposition 10.4.11 wurde 7" : T" — W zu T : V. — W korrigiert.

e 27.05: Am Ende von Beispiel 10.4.10 wurde D*(¢) zu D*(1)) korrigiert.

e 28.05: In Ubung 10.1.5 wurde j € K zu j € I korrigiert.

e 29.05: Bemerkung 10.4.6 wurde hinzugefiigt.

e 31.05: In Beispiel 10.4.12 wurde D*p = 2¢5 + 33 zu D*p = @9 + Tps korrigiert.

e 31.05: Im Beweis von Proposition 10.3.3 wurde an einer Stelle ev,,(¢) zu Sev,(p)

korrigiert.
e 22.06: In Proposition 10.3.1 wurde spezifiziert, dass die Abbildung ®5 linear ist.
e 27.06: In Ubung 10.1.6 wurde an einer Stelle (vi)ier zu (V;);er korrigiert.

e 10.07: In Beispiel 10.1.7 wurde [v]g zu [¢]Z korrigiert.
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Kapitel 11

Multilineare Algebra

11.1 Einleitung und Uberblick

Unser Ziel in diesem Kapitel ist sehr bescheiden: Fiir gegebene Vektorrdume V, W
iiber einem Korper K und eine Zahl £ € N werden wir den Vektorraum von multili-
nearen Abbildungen (auch k-lineare Abbildungen genannt) von V* nach W definieren,
sowie die zwei interessanten Untervektorrdaume aller symmetrischen bzw. alternieren-
den multilinearen Abbildungen. Nach der Definition iiberzeugen wir uns davon, dass
es nicht so leicht ist, diese Vektorrdume direkt zu untersuchen, wie wir es fiir lineare
und bilineare Abbildungen getan haben. Wir werden deshalb einen anderen Ansatz
entwickeln. Wir illustrieren nun diesen Ansatz:

Nehmen wir zum Beispiel an, wir mochten die Menge aller alternierenden multili-
nearen Abbildungen V* — W verstehen/parametrisieren. Wir werden einen Vektor-
raum konstruieren, in diesem Fall Alt"(V), sodass multilineare Abbildungen von V*
nach W in gewisser Weise dquivalent sind zu linearen Abbildungen von Altk(V) nach
W. Genauer gesagt werden wir den Vektorraum Alt*(V) zusammen mit einer alter-
nierenden multilinearen Abbildung ¢ : V¥ — Alt"(V) konstruieren, sodass fiir jede
alternierende multilineare Abbildung ¢ : V¥ — W eine eindeutige lineare Abbildung
(S Altk(V) — W existiert mit 1) o« = ¢. In der Sprache von kommutativen Diagram-

men kann man das wie folgt ausdriicken:

1% b > W

T
\ // e

AltF(V)

In anderen Worten, man sollte ¢ : V¥ — Alt*(V) als die ,,Mutter aller alternierenden
multilinearen Abbildungen” von V* anschauen, denn jede andere alternierende multili-
neare Abbildung entspricht einer eindeutigen linearen Abbildung in Hom(Alt"(V'), W)

via Prakomposition mit ¢.
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Bemerken Sie, dass der Fall von alternierenden multilinearen Abbildungen nur ein
Beispiel ist: Die Parametrisierung von anderen Familien von Abbildungen wird jeweils
der Konstruktion eines anderen Vektorraums zusammen mit einer ,Mutterabbildung"
entsprechen. Das wichtigste Beispiel wird die Konstruktion eines Vektorraums V; ® V5
sein, welchen wir das Tensorprodukt von V4 und V5 nennen werden, zusammen mit einer
bilinearen Abbildung ¢ : V; x Vo — V; ® Vs, welche uns die folgende Parametrisierung
aller bilinearen Abbildungen erlauben wird:

Fiir alle ¢ : Vi x Vo — W bilinear existiert eine eindeutige lineare Abbildung ¢ €
Hom(V; ® Vo, W) mit ¢ or = ¢. Mittels kommutiver Diagramme lasst sich das wie folgt

darstellen:

Vi x Vs s > W
1
\ ///alw
Vi@V,
Die Leser sehen hoffentlich bereits die Ahnlichkeit der beiden Beispiele Alt*(V) und

Vi ® V5. Beginnen wir nun mit der allgemeinen Theorie.

11.2 Definitionen und Beispiele

Wir fixieren fiir dieses Kapitel einen Korper K. Alle Vektorraume sind Vektorrdume
iiber K. Erinnern Sie sich, dass wir zwei Notationen fiir Funktionsrdaume gesehen haben:
Wenn W ein Vektorraum ist und S eine Menge, dann bezeichnen wir mit Abb(S, W)

oder W* den Vektorraum aller Funktionen f : S — W. Zusammen mit den Operationen

Vse S (fi+ f2)(s) = fils) + fa(s)
Vs e S (af)(s) == af(s)

ist dies ein Vektorraum tiber K.

Definition 11.2.1. Seien Vi, ..., Vi, W Vektorrdume iiber K. Eine Abbildung
p:Vix-o - xVe—>W

heisst multilinear, falls sie in jeder Variable linear ist. Das heisst, dass fiir alle ¢ =
...k, o, € K, v,v" € V; und v; € V; fiir alle j # i gilt, dass

V1, ..V, 00+ BV v, k) = a(Un, U, U, Vi V)

+ ﬁgp(vl, e ,Ul',l,?]/,vzqu, Ce ,Uk).

Wir schreiben Multg (Vi ..., Vi; W) oder Multg (V) x - -+ x Vi, W) fiir den Raum aller

solchen multilinearen Abbildungen wie oben definiert. Wenn der Koérper K aus dem

410




Kapitel 11.2 Definitionen und Beispiele

Kontext klar ist, schreiben wir meistens Mult(Vy, ..., Vi; W) oder Mult(V; x- - - x Vj,, W).
Wir interessieren uns insbesondere fiir den Fall V} = --- =V, =V, dann schreiben wir
auch

Mult® (V, W) = Mult g (VF, W) = Multg (V x --- x V, W).

k mal

Auch hier schreiben wir meistens nur Mult”(V, W), wenn K aus dem Kontext klar ist.
Elemente von Mult®(V, W) heissen auch k-lineare Abbildungen von V nach W,

Proposition 11.2.2. Der Raum Mult(Vy X -+ x Vi, W) ist ein Untervektorraum des
Vektorraums Abb(Vy x -+ x Vi, W) aller Funktionen Vi X --- x Vj, — W.

Beweis. Wir iiberlassen es den Lesern, dies zu iiberpriifen. O

Konzentrieren wir uns nun auf den Raum Mult®(V, W). Dieser enthélt zwei wichtige

Untervektorraume:

Definition 11.2.3. Eine multilineare Abbildung ¢ € Mult®(V, W) heisst symmetrisch,
falls

Vo € Sk @(Ua(l)a"‘vva(k‘)) :SO(Uh"'avk)'

Die Menge aller symmetrischen multilinearen Abbildungen V* — W bezeichnen wir
mit Sym’, (V, W) (oder nur Sym"(V, W)).

Definition 11.2.4. Eine multilineare Abbildung ¢ € Mult®(V, W) heisst alternierend,
falls fiir alle vy, ..., v, € V gilt

JiAje{l,. kimitv=v; = @(v,...,0)=0.

Die Menge aller alternierenden multilinearen Abbildungen V* — W bezeichnen wir mit
ALtk (V, W) (oder nur Alt*(V, W)).

Bemerkung 11.2.5. Eine eng verwandte Definition ist die folgende: Eine multilineare
Abbildung ¢ € Multk(V, W) heisst antisymmetrisch, falls

Vo € Sk SO(UO'(l)a s )Ua(k)) = Sign<0'>§0(1)1, ce 7vk)7

wobei sign(o) das Signum von o ist, welches wir in Definition 4.3.13 definiert haben.
Wenn char(K) # 2, dann ist eine multilineare Abbildung genau dann alternierend,
wenn sie antisymmetrisch ist, weshalb man meistens diese beiden Begriffe miteinander

gleichsetzt.
Ubung 11.2.6. Zeigen Sie, dass

(a) Alternierend = antisymmetrisch.
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(b) Wenn char(K) # 2, dann gilt: Antisymmetrisch <= alternierend.

(c) Wenn char(K) = 2, dann gilt: Antisymmetrisch <= symmetrisch.

Proposition 11.2.7. Die Riume Sym% (V, W) und Alth. (V, W) sind Untervektorriume
von Mult®.(V, W) (und damit auch von Abb(V* W)).

Beweis. Auch diesen Beweis {iberlassen wir den Lesern. OJ

Beispiel 11.2.8.

(1)

(5)

Eine Abbildung ® : V x V — K ist multilinear genau dann, wenn sie bilinear ist.
Sie ist symmetrisch als multilineare Abbildung genau dann, wenn sie symmetrisch

als Bilinearform ist.

Eine Bilinearform ® : V' x V — K ist antisymmetrisch als multilineare Abbildung
(also alternierend falls char(K) # 2), falls ®(v,w) = —®(w,v) fiir alle v,w € V.

Solche Bilinearformen heissen schiefsymmetrisch.

Eine Abbildung ® : V' — W ist multilinear genau dann, wenn sie linear ist. Eine

solche Abbildung ist immer auch symmetrisch und alternierend. Es gilt also

Hompg (V, W) = Multg(V; W) = Mult'(V, W) = Sym*(V, W) = Alt'(V, W).

Die Abbildung
det : (K")" - K
| |
(V1,...,0,) > det vy -+ v,
| |
ist multilinear und alternierend, das heisst det € Alt" (K™, K). Wir haben eigent-
lich in Kapitel 4 gezeigt, dass det die einzige multilineare alternierende Abbildung
(K™)™ — K ist bis auf einen Skalar. Dies entspricht der folgenden Aussage, die wir

in diesem Kapitel beweisen werden:

dim Alt" (K™, K) = 1.

Erinnern Sie sich, dass die Determinante einer Matrix A = (a;;); ; durch

det(A) = Z sign(o) ﬁ Ui (i)
i=1

UGSn
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gegeben ist. Ahnlich kann man die Permanente einer Matrix A = (a;;); ; durch
Perm(A) = Z H Ui o(s)
€Sy =1

definieren. Die Permanente ist eine symmetrische multilineare Abbildung. Diese

wird vor allem in der Kombinatorik und Wahrscheinlichkeitstheorie verwendet.

Die Abbildung
Kgpal X ngil — Man(K)

(v, w) — vw

ist multilinear (was in diesem Fall das Gleiche wie bilinear bedeutet). In Koordina-

ten ist diese Abbildung gegeben durch

(%1 1wy - N1Wy

Un, UpWy -+ UpWp

Seien ¢ € V¥, ..., ¢, € V*. Dann ist die Abbildung

Vix---xV,—=>K
(Ula"'7vn) = 901(“1)"'9%(%)

multilinear. Falls V; = --- =V, und ¢; = - -- = ¢,,, dann ist diese Abbildung auch

symmetrisch.

Seien v, € V4,...,v, € V,. Dann ist die Abbildung

Vix-x Vi K
(01,5 0n) = @1(v1) - - Pn(vn)

multilinear. Falls V; =--- =V, und v; = --- = v,, dann ist diese Abbildung auch

symmetrisch.

Allgemeiner ist die Abbildung

VixeooxVyxVix...xV*—= K
(Ul,---yvn7w1,---7@n) H(pl(vl)'”gpn(vn)

multilinear.
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11.3 Beschreibung durch ,,Darstellungsmatrizen*

Bis jetzt hatten wir eine gute Vorgehensweise, um lineare Abbildungen 7 : V — W
oder bilineare Abbildungen V' x V' — K zu verstehen: Zum Beispiel fir 7' : V — W
haben wir geordnete Basen B = (vy,...,v,) €V und C = (wy, ..., w,) C W gewihlt,
Tv; = Z?; a;jw; geschrieben und die Eintrége a;; in einer Matrix aufbewahrt. Ahnlich
fiir eine Bilinearform B : V x V' — K, dort haben wir eine Basis B = (vy,...,v,)
von V gewéhlt und die Darstellungsmatrix als Mp(B) = (B(v;,v;));; definiert. Wir
haben auch Formeln entwickelt, wie man diese Matrizen im Fall eines Basiswechsels
transformiert.

Fiir eine multilineare Abbildung ® : V; x --- x V, — W kdénnen wir das Gleiche tun
und sogar eine Verallgemeinerung der beiden oben genannten Abldufe (und Resulta-
te) angeben. Trotzdem werden wir sehen, dass die ,Matrizen®, die wir auf diese Weise
erhalten, ziemlich miihsame Objekte sind, insbesondere wenn wir uns fragen, wie wir
sie im Fall eines Basiswechsels transformieren miissen. Dies ist natiirlich ein Problem.
Eine Losung ist, zu sagen, dass dies zu umsténdlich ist und dass wir es gar nicht erst
versuchen wollen... Aber multilineare (und symmetrische/alternierende) Abbildungen
tauchen auf natiirliche Weise in so vielen Anwendungen in der Mathematik und Physik
auf, dass wir sie und ihre zugehorigen Transformationseigenschaften irgendwie unter-
suchen miissen. Wir brauchen deshalb einen anderen Weg, um solche Abbildungen zu
parametrisieren.

Bevor wir das tun, verallgemeinern wir den Begriff einer Darstellungsmatrix auf
multilineare Abbildungen. Wir beschrianken uns auf den Fall von endlich-dimensionalen
Vektorrdaumen und iiberlassen es als Ubung, den allgemeinen Fall (welcher sehr dhnlich

ist) zu behandeln.

Proposition 11.3.1. Seien Vi, ..., Vi, W endlich-dimensionale Vektorrdume mit Ba-
sen By = <v§€),...,v,(ﬁ)> CV, firalle ¢ =1,...,k und C = (wy,...,wy,) CW. Sei

O:Vix- - x V=W

eine multilineare Abbildung. Dann existieren Skalare a{lmik € K, wobei j € {1,...,m}
und 1 < i, < nyg fir alle € € {1,...,k}, sodass

1 k j
) (vi(l),...,vi(k)> :Zaglmikwj. (11.1)
j=1
Also ist @ eindeutig bestimmt durch die Menge

{al , |1<ji<m, ¥1<i <ng}. (11.2)

i1
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Umgekehrt gibt uns jede Wahl von Skalaren wie in (11.2) eine eindeutige multilineare

Abbildung, welche (11.1) erfillt.

Bemerkung 11.3.2. Die Berechung der Skalare in (11.2) sollte als Verallgemeinerung
der Darstellungsmatrix betrachtet werden und tatsdchlich reduziert sich (11.2) zur
Darstellungsmatrix von linearen Abbildungen (Definition 3.3.7) fiir £ = 1 und zur
Darstellungsmatrix von Bilinearformen (Definition 8.1.4) fiir k = 2, Vi = V5, By = By
und W = K.

Die ,,Darstellungsmatrix* im allgemeinen Fall ist ein Array von Elementen aus K
von der Grosse (ng X - -+ X ng) X m, wobei ny, . .., ng, m die Dimensionen der Vektorriu-
me Vi, ..., Vi, W sind. Die natiirliche Darstellung wére ein Gitter von Dimension k+ 1.
Der Fall von linearen Abbildungen V' — W entspricht £ = 1, also ist die Darstellungs-
matrix ein zweidimensionales Gitter, also eine Matrix (was wir ja bereits wussten).
Im Fall einer Bilinearform V' x V — K haben wir £k = 2, was eigentlich ein dreidi-
mensionales Gitter ergibt. Die Seitenldngen sind dimV x dimV x 1, also haben wir
keine Ausbreitung in der dritten Dimension, somit kann man eine solche Abbildung
auch wieder als zweidimensional betrachten (was wir mit der Verwendung von Mpg(B)
auch getan haben). Im allgemeinen Fall miissten wir allerdings hoherdimensionale Git-
ter betrachten. Multilineare Abbildungen V' x V' x V' — K zum Beispiel benotigen ein

dreidimensionales Gitter aus Skalaren fiir die ,,Darstellungsmatrix®.

Bemerkung 11.3.3. Die Leser sollten Proposition 11.3.1 mit Satz 3.1.15, Definition 8.1.4,
Proposition 8.1.7 und Proposition 10.1.1 vergleichen.

Beweis von Proposition 11.53.1. Wir betrachten ® : V; x --- x V, — W und schreiben
eine beliebiges k-Tupel (vy,...,v;) € Vi X -+ X V}, als

ni na
o) = (z 2Ol 32 0@y S ol ) |

s1=1 so=1 sp=1

Weil & multilinear ist, gilt

Q)(vl,...,vk):@(ia 517Za(2) Ugy 5w v+ ZCY )

s1=1 sa=1 sp=1 (11 3)
(k 1 k
ST ol a0 (o, af?),
S1—= 1 Sp= 1
also geniigt es, die Werte von @(vgi), . vgl,f)) zu kennen, um @ eindeutig zu bestimmen.

Ausserdem kénnen wir, wie im Beweis von Satz 3.1.15, die Werte von

oV, .., Sk)EW

S1
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beliebig definieren fiir 1 < s; < nq,...,1 < s < ng, und dann @ fiir alle k-Tupel
(v1,...,vx) via (11.3) definieren, um eine multilineare Abbildung V; x - -+ x V} — W zu
erhalten. Da die Bestimmung der Werte von ® (vg), e ,vﬁ?) firl <s;<ng,...,1<

sk < ny, dquivalent ist zur Wahl der Skalare in (11.2), sind wir mit dem Beweis fertig. [

Korollar 11.3.4. Wenn Vi, ..., Vi, W endlich-dimensionale Vektorrdume sind, dann

qgilt
k
dim Mult(V; x -+ x Vi, W) = dim W - [ [ dim V;
=1
Beweis. Die Abbildung
®s{al , |1<0<k 1<i <n ¥Vl 1<j<m}

ist ein linearer Isomorphismus zwischen Mult(V; x -+ x V., W) und Abb(S, K'), wobei

S die Indexmenge
S=A{1,....ng} x--x{1l,...ong} x{1,...,m}

ist. Somit ist die Dimension von dim Mult(V; x -+ x Vi, W) gleich
k k
dim Abb(S, K) = |S| = m - [ [ n; = dim W - [ [ dim V;. O
i=1 i=1

Ubung 11.3.5. Verallgemeinern Sie die obigen Resultate zu allgemeinen Vektorriumen
(mit nicht notwendigerweise endlicher Dimension). Hier ist eine Anleitung:

Sei B, = (UZ@)@ jeweils eine Basis von V; fiir £ =1,... &k und sei C = (w,);es eine

Basis von W. Betrachten Sie die Menge

D={a , |lj€J i€, .. i€},

1.0k

welche die Eigenschaft hat, dass fiir alle i1 € I, ..., i, € I die Menge

D(ir,....ix) ={j€J|al, ,, #0}CJ

110k

endlich ist. Zeigen Sie, dass diese Menge von Skalaren durch
(1) (k) _ ‘
W) (vil sy Uy ) = Z agli..ikwj

eine multilineare Abbildung definiert. Folgern Sie, dass es eine lineare Bijektion gibt
zwischen Mult(V) x - -+ x Vi, W) und dieser Menge von Skalaren.

416



Kapitel 11.3 Beschreibung durch ,,Darstellungsmatrizen®

Zeigen Sie als ein Korollar, dass
k
dim Mult(V; x -+ x Vi, W) = dim W - | ] dim(V;")
i=1

(falls man auch 0-dimensionale Vektorrdume zulassen mochte, gilt diese Formel weiter-

hin, mit der Konvention 0 - co = 0).

Nehmen wir nun an, dass wir die Basen B; und C &ndern mdéchten, oder dass wir
verschiedene lineare und multilineare Abbildungen verketten mochten. Dabei fragen
wir uns, wie der Array von Skalaren sich dndert (wir wollen also eine analoge Formel zu
[T)5]S])# = [ToS]# in diesem Fall finden). Ich denke, dass die Leser dies schwierig finden
werden, zumindest aus der Buchaltungs-Perspektive (das heisst, rein vom Organisieren
der Informationen). Wie in der Einleitung bereits gesagt, werden wir dieses Problem
spater umgehen, indem wir statt multilineare Abbildungen direkt zu betrachten, alles
auf lineare Abbildungen reduzieren, welche wir besser verstehen.

Bevor wir fortfahren, um &hnliche Resultate fiir symmetrische und alternierende

Abbildungen anzugeben, sagen wir noch, was genau wir mit Verkettung meinen:

Ubung 11.3.6. Seien T} : V{ — Vi,..., T} : Vi — Vi, S+ W — W lineare Abbil-
dungen. Zeigen Sie, dass Priakomposition mit den 7;’s und Postkomposition mit S eine
lineare Abbildung

Mult(V) x -+ x Vi, W) — Mult(V/ x -+ x VW)
(b'_>So®O(T1X"'XTk>

ergibt. Bemerken Sie, dass diese Abbildungen kontravariant in den V;-Komponenten

sind, das heisst, die Prakomposition mit 7" : V;' — V; induziert eine Abbildung
Mult(Vy x + - x Vi, W) = Mult(Vy X --- x Vg x VI X Vigg x - x Vi, W)

und kovariant in der W-Komponente, das heisst, Postkomposition mit S : W — W’
induziert eine Abbildung

Mult(Vy X -+ x Vi, W) = Mult(Vy x -« x Vi, W).

11.3.1 ,,Darstellungsmatrizen* fiir alternierende und symmetri-
sche Abbildungen

Seien V, W Vektorrdume und k£ € N. Wir betrachten eine alternierende multilineare
Abbildung ® : V¥ — W. Um das ganze etwas zu vereinfachen, nehmen wir an, dass
char(K) # 2. Gemiss Ubung 11.2.6 (b) konnen wir also die folgende Definition fiir
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alternierend verwenden:

Vwy,...,wp €V, Yo € S, ®(wWe(ry, - .- Wog)) = sign(o)(wy, ..., wy).

Sei nun B = (vy,...,v,) eine Basis von V. Somit konnen wir ein allgemeines k-Tupel
in V* schreiben als
n n
1 k k
(Z ag-l)vjl, e Z a§k)vjk> c V",
J1=1 Jr=1

wobei a;, € K fiir und wie zuvor sei ® : V¥ — W eine alternierende multilineare
Abbildung. Dann gilt

1 k 1 k
) (Z ol ) ag.k’vjk) =>" N ol alPe(y,, . v) = () (114)

Ji=1 Je=1 Ji=1 Jr=1
Fiir eine allgemeine multilineare Abbildung kénnte man ®(v;,, ..., v;, ) frei wihlen, aber
fiir eine alternierende multilineare Abbildung, haben wir weniger Freiheit:
Erstens, falls v;, = v;, fiir ¢ # ¢, dann muss ®(v;,,...,v; ) = Oy sein. Ausserdem
gilt

(I)<U0(j1)7 s 7U‘7(jk)) = sign(o)fb(vjl, s 7Ujk)

fir alle 0 € S, also geniigt es, ®(vj,,...,v;,) flir k-Tupel bis auf Permutationen zu
kennen. Nach einiger Uberlegung fiihrt dies zur folgenden Fortsetzung von (11.4), wo

wir nur {iber strikt aufsteigende Ketten von Indizes 1 < j; < -+ < jx < n summieren:
. a(l o(k
(*) = Z <Z Slgn(o‘)aj(.g((l))) cee oéj(.a((k)))> (I)(Ujl, . ,Ujk) (115)
1<j1<je<-+<jp<n \o€Sk

Man kann iiberpriifen, dass man ®(v,,,...,v;,) fir alle strikt aufsteigenden Ketten
1 <j1 <jo <---<Jjr <nfrei wihlen kann und dass die Definition von ® durch (11.4)
und (11.5) eine eindeutige alternierende Abbildung ® € Alt*(V, W) bestimmt.

Korollar 11.3.7. Seien V,W endlich-dimensionale Vektorriume und sei n = dim V.
Dann ist
dim A (V, W) = [{(j1, ..., jx) [ 1 < ji <+ <jr <n}|-dim W

(Z) ~dim W, kE<n,
0-dimW =0, k>n.

Beweis. Dies ist sehr dhnlich zum Beweis von Korollar 11.3.4. OJ

Beispiel 11.3.8. Seien V = K? und W = K mit den Standard-Basen & = (ey, €3, €3)
und & = (e;). Wir mochten Alt*(V, W) fiir verschiedene k& € N untersuchen. Zuerst
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k = 1: Eine Abbildung ® € Alt'(K?, K) ist eindeutig bestimmt durch ®(e;), ®(e;)
und ®(e3), genau wie fiir lineare Abbildungen ® € Hom (K3, K)! Dies ist keine Uberra-
schung, denn Alt'(V, W) = Hom(V, W). Somit ist dim Alt'(V, W) = dim Hom (K3, K) =
3.

Betrachten wir Alt?>(K?, K). Eine Abbildung ® € Alt*(K?, K) ist eindeutig be-
stimmt durch ®(eq, e3), P(ey, e3) und P(ey, e3). Wir iiberlassen es den Lesern, die fol-

gende Rechnung zu vervollstandigen:

aq bl
(I) (05} 3 bQ = @(alel + a92€9 + ase€s, b161 + b262 -+ b363>
as bs

= (Cllbg — Clle)(I)(el, 62) + (Cllbg — agbl)q)(el, 63)
+ (agbg — ang)(I)(GQ, 63).

Also ist dim Alt*(K3, K) = 3.
Eine Abbildung ® € Alt*(K?, K) ist eindeutig durch ®(ey, ey, e3) bestimmt. Wie
zuvor ist es eine gute Ubung, die folgende Rechnung zu vervollstindigen und dabei die

3 x 3-Determinante zu rekonstruieren:

3 3 3 ai; Qr2 Qi3
) E aljej, E agjej, E agjej = ... =det 921 Q922 Q923 @(617 €9, 63).
j:l j:l j:l

a31 dazz a33

Dies erklirt, wieso es eine eindeutige alternierende Abbildung ® : K3 — K gibt bis auf
einen Skalar (die Wahl® von ®(ey, eq,e3)) und dies ist genau die Determinantenabbil-
dung. Dies ist wieder keine Uberraschung, mit dem fast genau gleichen Beweis wie in
Kapitel 4 kann man zeigen, dass es eine bis auf einen Skalar eindeutige alternierende
multilineare Abbildung in Alt" (K™, K) gibt. Die gleiche Berechnung zeigt auch, dass es
eine bis auf einen Skalar eindeutige alternierende multilineare Abbildung in Alt"(V, K)

gibt, wenn n = dim V.

Ubung 11.3.9. Machen Sie eine dhnliche Analyse fiir Abbildungen ® € Sym"(V, W)

und zeigen Sie fiir V' mit Basis (vy,...,v,) die folgenden Aussagen:

(a) Fir jede Wahl von
{®(vjy,...,v;) EW |1 <5 <--- < <n}

existiert eine eindeutige Abbildung ® € Sym*(V, W).

'Die Wahl, die wir bei der Definition der Determinanten im Kapitel 4 getroffen haben, war
®(eq, eq,e3) = 1. Dies enstpricht der Tatsache, dass die Determinante der Einheitsmatrix 1 ist.
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(b) dim Sym*(V, W) = (nﬂ:*l) -dim W.

Hinweis: Wie immer empfehlen wir, zuerst die Falle mit kleiner Dimension zu betrach-

ten.

Ubung 11.3.10. Zeigen Sie die analoge Aussage von Ubung 11.3.6: Seien T : V! — V
und S : W — W’ lineare Abbildungen. Die Prikomposition mit 7% =T x --- x T und

Postkomposition mit S induziert lineare Abbildungen

AltF(V, W) — AltF(V/, W)
O SoPoTk

und
Sym"*(V, W) — Sym*(V', W)
& SodoTk.

11.4 Das Tensorprodukt - Parametrisierung von bili-

nearen Abbildungen

Wie wir in der Einleitung von Abschnitt 11.1 und spéter auf Seite 417 gesagt haben,
um Mult(U x V,W) zu verstehen?, welches der Raum aller bilinearen Abbildungen
U xV — W ist, konstruieren wir einen Vektorraum, welchen wir mit U ® V' bezeichnen,
zusammen mit einer bilinearen Abbildung ¢ : U x V' — U ® V, welche zusammen mit
mit linearen Abbildungen U ® V' — W alle bilinearen Abbildungen erzeugt, in dem

Sinne dass das Diagramm

UxV Ve . W

kommutiert.

1141 K" ® K"

Wir beginnen mit dem Fall U = K™ = Kg ) und V = K" = Kg ). Wir betrachten
die Abbildung
L K™ X K™ — Myun(K)

(u,v) = u @ v :=uv?,
wobei u ® v vorldufig nur eine Notation fiir die m x n-Matrix ¢(u,v) = uv’ ist. Diese

Matrix wird auch das Kronecker-Produkt von u und v genannt. Die Abbildung ¢ wird

mit dieser Notation versteckt: u ® v ist per Definition ¢(u,v).

20der allgemeiner Mult(Vy x --- x Vi, W), Alt*(V, W) oder Sym"*(V, W).
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Bemerken Sie, dass die Abbildung ¢ bilinear ist: Fiir alle o € K, uy,us,u € U und
v, U, v € V gilt

(up +u2) @V =1u; @V + Uy X v, (au) @ v = a(u®v), (11.6)
u® (v +v9) =u® vy +u® vy, u® (av) = a(u @ ). (11.7)

Fiir jede bilineare Abbildung ® : U x V' — W definieren wir
w;j = Pe;,e5), firl<i<m, 1<j<n.
Erinnern Sie sich, dass M,,x,(K) als Vektorraum die Standardbasis
{Ei;|1<i<m, 1<j<n}

hat, wobei £;; die m xn-Matrix ist mit 1 im ¢j-Eintrag und 0 in allen anderen Eintrégen.
Bemerken Sie auch, dass E;; das Kroneckerprodukt von e; und e; ist, also gilt mit der

zuvor eingefiihrten Notation E;; = e; ® e;. Wir definieren die lineare Abbildung
0 Mysn(K) = W

als die eindeutige lineare Abbildung mit ¢(e; ® e;) = w;; fiir alle 4, j. Wir behaupten,

dass das Diagramm

UxV kd s W

P
\ e

UV

kommutiert, also dass ¢ ot = & als Abbildungen. Wir konnen dies entweder direkt
iiberpriifen, oder uns erinnern, dass weil ¢ bilinear ist und ¢ linear, ¢ o ¢ bilinear ist
(sehen Sie zum Beispiel Ubung 11.3.6). Deshalb geniigt es, zu zeigen, dass die beiden

Abbildungen auf einer Basis iibereinstimmen, also
poule,ej) = P(e;,ej)
fiir alle 1 <7 <m und 1 < j < n. Dies folgt unmittelbar aus unseren Definitionen:
poueej) = ple; ®e;) = p(Ey) = wij = (e, €5).

Wir haben also folgendes gezeigt:
Fiir jede bilineare Abbildung ® : K™ x K™ — W existiert eine eindeutige lineare
Abbildung ¢ @ M,y (K) — W mit g ot = &, wobei ¢ : K™ X K" — M, (K) das

Kronecker-Produkt ist. Um es mit der Sprache und Notation auszudriicken, die wir in
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diesem Kapitel entwickeln werden: Wir haben gezeigt, dass der Vektorraum M, (K),
zusammen mit der Abbildung ¢ : K™ x K™ — M,,x,(K), das Tensorprodukt von K™
und K™ ist®; in Symbolen M, »,(K) = K™ ® K™ (die Abbildung ¢ ist in dieser Notation

nur implizit vorhanden).

11.5 Abstrakte Definition und Konstruktion des Ten-

sorprodukts

Das Tensorprodukt ist das erste Beispiel eines Objekts, dessen Konstruktion im
Grunde irrelevant ist fiir uns, denn nachdem wir uns davon {iberzeugt haben, dass es

existiert, werden wir nur noch die charakterisierende Eigenschaft verwenden.

Theorem 11.5.1. Seien U und V K-Vektorraume. Es existiert ein K-Vektorraum
U ®k V und eine bilineare Abbildung

U XV 5> URV
(u,v) » u®wv,

sodass fiir jede bilineare Abbildung ®: U xV — W, wobei W ein K-Vektorraum ist,

eine eindeutige lineare Abbildung p: U @ V' — W existiert, sodass das Diagramm

UxV L s W

/>(
\ =17

UV

kommutiert, das heisst ® = ¢ o 1. Praziser gesagt gilt, dass fiir alle K-Vektorraume W

die Verkettungsabbildung

Homp (U @5 V, W) — Multg (U x V, W)
Y= pol

ein linearer Isomorphismus ist. Ausserdem qilt U @ x V = Sp({u®@v |u e U, v e V}).

Notation. Wenn der Korper K aus dem Kontext klar ist, schreiben wir manchmal nur
U®V statt U @k V.

Bemerkung 11.5.2. Theorem 11.5.1 behauptet die Existenz des Tensorprodukts und
nennt die charakterisierende Eigenschaft. Wir werden spéter die folgende Aussage zei-

gen: ,Das Tensorprodukt ist eindeutig bis auf einen eindeutigen Isomorphismus".

3Genauer gesagt isomorph zum Tensorprodukt von K™ und K™. Das Tensorprodukt ist nimlich
nur bis auf einen eindeutigen Isomorphismus definiert, wie wir sehen werden (wir werden dann auch
diesen kryptischen letzten Satz erkléren).
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Die abstrakte Konstruktion des Tensorprodukts folgt aus einer einfachen Idee: Wir
definieren einen Vektorraum, dessen Elemente wie u ® v aussehen und den gleichen
Regeln folgen, die wir im konkreten Beispiel des Tensorprodukts K" @ K™ in Abschnitt
11.4.1 gesehen haben (sehen Sie Gleichung (11.6)). Um dies zu zeigen und um Theorem

11.5.1 zu beweisen, brauchen wir die folgende Konstruktion:

11.5.1 Freie Vektorraume iiber einer Menge

Wir fixieren einen Kérper K und eine Menge S. Wir definieren den freien Vektorraum
Fk(S) (oder nur F(S), wenn K aus dem Kontext klar ist) als Raum aller formalen

Linearkombinationen von Elementen aus S:

Fk(S) = {Zas-s | as € K Vs € S und ag # 0 nur fiir endlich viele s € S}.

seS

Dieser Vektorraum ist mit der folgenden Addition und Skalarmultiplikation versehen:

Zas-s—i—Zﬁs-s::Z(as—i—ﬁs)-s,

seS seS seS
A <Z Qg s) = Z()\as) - 8.
sES seS

Der Nullvektor ist also >~ ¢

von S, deren Koeffizienten # 0 sind. Ausserdem schreiben wir —ay s fiir +(—ay)s.

Ok -s. Normalerweise schreiben wir nur diejenigen Elemente

Beispiel 11.5.3. Sei S = {{, 0, #, &} und K = Q. Die Elemente von F(S) sind zum

Beispiel Summen von der Form

v =2 + 30,
3
w = 5‘5)

u=50 — 4% =50 + (—4)&.

Es gilt dann %1} = <>+%Q?, utv = 8042 —4é, usw. Man kann sehen, dass ($, 0, @, &)
eine Basis von F(S) ist, also ist F'(S) isomorph zu Q*. Ein ,standard* Isomorphismus
wird (&, O, #, &) mit (eq, ey, €3, e4) identifizieren.

Beispiel 11.5.4. Ahnlich wie im vorherigen Beispiel, gilt allgemein: Falls |S| = n,
dann ist F(S) = K.

Beispiel 11.5.5. Eigentlich haben wir diese Konstruktion schon einmal gesehen: Ein

anderes Modell fiir den freien Vektorraum ist der Raum K, welchen wir in Beispiel
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10.1.4 definiert haben. Hier ist ein Isomorphismus zwischen diesen beiden Vektorrau-

men:
F(S) — K®

> a.“%FﬁS%K]
sES S

S — Qg

Insbesondere heisst dies, dass wir die Elemente von S als eine Basis von Fk(S) be-

trachten konnen (vergleichen Sie dies mit der Basis von K () aus Ubung 10.1.5).

Wir mochten gerne mit den Elementen der Menge S spielen (das heisst, sie addieren

oder mit Skalaren multiplizieren), deswegen bevorzugen wir das Modell Fg(S) gegen-
iiber dem Modell K. Wir haben bereits gesehen, dass dim K*) = ||, also folgt

Beispiel 11.5.6. Das Beispiel, welches wir fiir die Konstruktion des Tensorprodukts
von zwei Vektorrdumen U und V brauchen werden, ist F(U x V).

Wenn zum Beispiel U = R?, V = R? und K = R ist, dann ist dies ein ,riesiger®
Vektorraum; die Dimension ist gleich der Kardinalitit von R? x R?. Ein Beispiel eines
Elements in F(R? x R?) ist

1 1
1 1 0
i 5 O + 73 5 1 + 2 3
2 2 0
1 1
und so weiter. Bemerken Sie, dass zum Beispiel (0y,0y) € F(U x V') ein Vektor wie

jeder andere ist und nicht etwa der Nullvektor von F(U x V'), welcher die leere Linear-

kombination ist.

Bemerken Sie, dass es zu Fx(S) eine natiirliche injektive Abbildung

bg S = FK(S)

s s=1kg-s

gibt. Die Abbildung bg ist die ,,allgemeinste Abbildung von S in einen K-Vektorraum*

im folgenden Sinn:

Satz 11.5.7. Der Vektorraum F(S) zusammen mit der Abbildung bs : S — Fk(S) er-
fillt die folgende charakterisierende Eigenschaft (auch universelle Eigenschaft genannt):

Fiir jeden Vektorraum W und jede Funktion f: S — W existiert eine eindeutige
lineare Abbildung g : F(S) — W, sodass das Diagramm

S / >y W
e
k //// ng
F(S)
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kommutiert, das heisst f = g o bg.

Beweis. Damit f = g o bg gelten kann, muss g(1x - s) = f(s) fir alle s € S gelten.

Damit ¢ linear sein kann, muss ¢ folglich durch

g: F(S)—-W
ZSES Qs+ S = ZSGS a5f<8)
gegeben sein, was die Existenz und Eindeutigkeit von ¢ zeigt. Wir iiberlassen es den

Lesern, zu zeigen, dass ¢ in der Tat linear ist. O

11.5.2 Beweis von Theorem 11.5.1

Erinnern Sie sich, was unser Ziel ist: Fiir zwei Vektorraume U, V' iiber K wollen wir
einen Vektorraum konstruieren, welcher von Symbolen von der Form u ® v, fiir u € U,
v € V, erzeugt wird, welche die folgenden Bedingungen erfiillen:

Fiir alle a € K, uy,us,u € U und vy, v9,v € V gilt

(U1 +u2) @V =11 @V + Uy @, (au) @ v =alu®u),
uU® (V1 +v2) =u®v + U vy, u® (aw) = a(u®@v).

Wieso definieren wir dies nicht einfach? Genauer gesagt: Wir betrachten F/(U x V') und

,dividieren* durch alle Relationen, welche wir haben mochten. Wir schreiben

{(uy + uz,v) — (ug,v) — (ug,v) | up,us € U, v € V'}

U , + —(u, — (U, , eV, eU
R=gp| Utwute) =lwo) =) o v €Viue U} | b g )

U{(au,v) — a(u,v) |a € K, ue U, veV}
U{(u, av) — a(u,v) |a € K, ue U, veV}
und definieren das Tensorprodukt von U und V als den Quotientenvektorraum
UV =U®kV:=Fg(UxV)/R.
Ausserdem definieren wir fiir u € U und v € V

uv:=7((u,v) eURYV,

wobei m: F(U x V) — F(U x V)/R die kanonische Quotientenabbildung ist. Es folgt

aus der Definition des Quotientenvektorraums, dass

UV =Sp{u®v|uel, veV}).
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Dies zeigt die letzte Aussage von Theorem 11.5.1, sobald wir die restlichen Aussagen
iiberpriift haben.

Sei b = byyxy die natiirliche Abbildung byxy: U XV — F(U x V) und wir definieren
t: U XV — U®YV durch ¢ := 7o byxy. Es bleibt noch zu zeigen, dass U ® V' die
charakterisierende Eigenschaft des Tensorprodukts besitzt. Betrachten wir dafiir eine
multilineare Abbildung ® € Mult(U x V,W), wobei W ein K-Vektorraum ist. Da
® insbesondere eine Abbildung von U x V in den Vektorraum W ist, existiert eine
eindeutige lineare Abbildung ¢g: F'(U x V) — W, sodass das Diagramm

UxV L s W

//?
bw\/‘ -7 3

F(UXxYV)

kommutiert. Da & bilinear ist (multilineare Abbildungen U x V' — W sind das Gleiche
wie bilineare Abbildungen), folgt R C ker g: Zum Beispiel ist fiir v € U, v € V und
ac K

*

g((au,v)) = d(au,v) = ad(u,v) = ag((u,v)) < gla(u,v))

und somit

gl v) — au,v)) @ g((au,v)) = gla(u,v)) =0,
wobei wir jeweils in (*) die Linearitit von g verwendet haben®. Fiir die anderen er-
zeugenden Elemente von R ldsst sich dhnlich iiberpriifen, dass sie im Kern von g lie-
gen. Folglich lasst sich die Abbildung ¢ durch den Quotientenvektorraum U ® V' =
F(U x V)/R faktorisieren, das heisst, es existiert eine eindeutige lineare Abbildung
g: U®V — W, sodass das Diagramm

UxV ® . TV
x g ////
F(Ux V) v
UV

kommutiert, wobei g eindeutig definiert ist, da g eindeutig definiert war. Dies beendet

den Beweis von Theorem 11.5.1.

4Implizit haben wir, da b = by x v injektiv ist, (u,v) € UxV und 1x-(u,v) € F(U x V) miteinander
identifiziert und beide mit (u, v) bezeichnet.

426



Kapitel 11.6 Grundlegende Eigenschaften des Tensorprodukts

11.6 Grundlegende Eigenschaften des Tensorprodukts

Ab jetzt vergessen wir die technische Konstruktion des Tensorprodukts wieder und
verwenden nur noch die charakterisierende Eigenschaft (wie in Theorem 11.5.1 formu-

liert). Beweisen wir nun einige Fakten iiber U ® V..

Korollar 11.6.1. Fir alleu e U, v eV gilt
u#OQundv#0 = u®uv#0.

Beweis. Die Strategie ist, einen Vektorraum W und ¢ € Mult(U x V, W) zu finden,
sodass ®(u,v) # 0. Da eine solche Abbildung als ® = ¢ o ¢ faktorisiert werden kann,
wobei p: U ® V' — W linear ist, folgt

0+ ®(u,v) = p(u® )

und somit ist u®v # 0. Um eine solche multilineare Abbildung ® zu finden, betrachten
wir W = K und benutzen Beispiel 11.2.8 (7):
Wir wéhlen f € U* und g € V* mit f(u) # 0 und g(v) # 0 und definieren

O:UxV = K
(z,y) = f()g(y).
Somit ist ®(u,v) # 0 und & € Mult(U x V, K) wie gewtlinscht. O

Ubung 11.6.2. Zeigen Sie, dass falls u = 0 oder v = 0, dann v ® v = 0.
Korollar 11.6.3. Falls dim U, dim V' < oo, dann ist dim(U ® V) = dimU - dim V.

Beweis. Wir wenden Theorem 11.5.1 mit W = K an. Es folgt, dass
(U V)" =Hom(U®V,K)=Mult(U x V, K).

Es folgt
dim(U ® V)* = dim Mult(U x V, K) "Z" dimU - dim V,

11.3.4

also ist (U ® V)* endlich-dimensional. Laut den Resultaten aus Abschnitt 10.1 muss
U ® V auch endlich-dimensional sein, mit der gleichen Dimension wie (U ® V)*, also
dimU -dim V. [

Korollar 11.6.4. Fulls By = (uy,...,uy) C U und By = (vi,...,v,) €V jeweils

Basen sind, dann st
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eine Basis von U Q V.

Beweis. Fiir u =", au; und v = Y7, Bjv; gilt

UR V= (Z aiui> ® (Z ij]) = Z Z a;Biu; @ vy,
i=1 Jj=1

i=1 j=1

also ist {u®@wv | u € U, v € V} C Sp(By ® By) und laut der zweiten Aussage in
Theorem 11.5.1 folgt U ® V' = Sp(By ® By ). Da

Kor. .
By @ By| =m-n es dim(U ®@ V),

folgt das Korollar. O]

Ubung 11.6.5. Verallgemeinern Sie dies zu unendlich-dimensionalen Vektorrdumen:
Falls By = (w;)ier € U und By = (vj)je; € V Basen sind, dann ist

BU@BV:{Ui®Uj|iEI, ]GJ}

eine Basis von U @ V.

Hinweis: Es benétigt hier ein anderes Argument als im endlich-dimensionalen Fall.
Gegeben eine Linearkombination von verschiedenen u; ® v;, welche gleich Null ist,
betrachten Sie eine duale Menge in U* und V*, um Abbildungen in Mult(U x V, K)
zu definieren, welche zeigen, dass alle Koeffizienten der Linearkombination gleich Null

sein mussen.

Beispiel 11.6.6. Wir hatten bereits direkt gezeigt, dass K™ ® K™ = M, (K). Das
letzte Korollar gibt einen alternativen Beweis dafiir: Wenn wir e; ® e; mit der Matrix

E;; identifizieren, erhalten wir den Isomorphismus K™ ®@ K" = M, (K).

Beispiel 11.6.7. [Reine Tensoren| Es ist wichtig, zu bemerken, dass nicht jedes Element
von U ® V von der Form u ® v ist. Elemente von der Form u ® v nennen wir reine
Tensoren. Versuchen wir nun, alle reinen Tensoren in K? ® K? zu finden:

Von den Standard Basen erhalten wir die Basis
B=(e;®e,61Reg,eR e1,6 R e3)

von K? ® K2. Ein reiner Tensor hat die Form

(Z) ® (2) = (aeq + bez) ® (ce1 + dey) = ace; @ e1 + adey ® ea + beey @ e1 + bdes @ es.

Man konnte damit zeigen: Ae; ® e; + Bey ® ea + Ceg ® €1 + Dey ® ey ist ein reiner
Tensor genau dann, wenn AD = BC'.
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Die nédchste Aussage ist ein weiteres Korollar, aber da es eine sehr wichtige Aussage

ist, nennen wir sie Proposition.

Proposition 11.6.8. Seien T': U — U’ und S : V. — V' lineare Abbildungen. Dann

existiert eine eindeutige lineare Abbildung, welche wir mit T'® S bezeichnen,
TRS: UV UV,

sodass fir allew e Ujv € V gilt T ® S(u®@v) = T(u) @ S(v).

Beweis. Wir erinnern uns noch einmal an unsere Strategie: Zuerst mochten wir eine
Abbildung von U ® V nach U’ ® V' finden. Laut Theorem 11.5.1 ist das dquivalent
dazu, eine bilineare Abbildung von U x V nach U’ ® V' zu finden. Das ist nicht allzu
schwierig: Da die Abbildung

L= Lly'xy’: UxV -U eV

bilinear ist, kénnen wir sie mit 7" x S prikomponieren (sieche Ubung 11.3.6), um eine
bilineare Abbildung

TxS Lyt xv!

UxV —=—=UxV ——— U@V

zu erhalten. Schreiben wir nun diese Abbildung explitzit:

O UxV UV
(u,v) = T(u) @ S(v).

Gemaéss Theorem 11.5.1 existiert eine eindeutige lineare Abbildung
o: UV UV’

mit & = ¢ o 1yxy. Also ist ¢ genau die Abbildung, die wir gesucht haben: Wenn wir
T®S := p schreiben, dann bedeutet & = poiyyy genau, dass T®S(u®v) = T(u)®@S(v)
ist. [

Beispiel 11.6.9. Seien T : U — U’ und S : V — V' Abbildungen wie in Proposition
11.6.8 und nehmen wir an, dass U,U’,V, V' alle endlich-dimensional sind und dass
By CU,By CU By CV,By: C V' geordnete Basen sind. Betrachten wir [T]gg, und
[S]g‘vﬂ. Es stellt sich die folgende Frage: Wie hangt [T'® S]gg%%vvl von [T] gg ,und [S]g;/
ab?

Zuerst miissen wir bemerken, dass diese Frage gar nicht wohldefiniert ist! Obwohl
By, By, By, By alles geordnete Basen sind, bestimmt ihre Ordnung keine eindeutige
Ordnung auf By ® By und By @ By.. Es gibt aber zwei Standard-Varianten, um eine

Ordnung auf dem Produkt zweier solcher Basen zu definieren: Betrachten wir dafiir
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B=(uy,...,up) und C = (vy,...,v,). Dann ist
BoC={u;®v;|1<i<m, 1<j<n}.

Die beiden Standard-Ordnungen, welche wir Ordnung (a) und Ordnung (b) nennen,
sind

(B®C)Ord(a) = (Ul®U1,U2®U1,-..,Um®U1,U1®’U2,--.,Um®212,...,ul®'Un,---,um®vn),

(B®C)oram) = (U1 ®@ v1, U1 @ V2, ..., U @ Uy U @ V1, .y Ug @ Upy ooy Uy @ V1ye ey Uy @ V).

Mit der Wahl einer Ordnung kénnen wir nun die Frage konkret formulieren und eine

Antwort geben. Wir schreiben

A= (ay) = [T)5, € Murm(K),
B = (bij) := [S]5", € Myn(K).
Dann gilt
Aby oAby, biilA - biA
(BU®BV)Ord(a) o . . . o . . . Kron_e(_:ker—
[T 5] (By/®@By1)orda) : h : - : - : Produkt Bo4
Abyy -+ Aby, b1 A o by, A
und
anB s almB
Bu®Bv)oram) . . Kronecker-
[T ® S](BU@Bv/)om(b) B : a : Produkt A®B.
aqu tee (lm/mB

Bemerkung 11.6.10. Das Produkt A® B von Matrizen wird Kronecker-Produkt genannt.
Dies ist die ,,altmodische Art“, um iiber das Tensorprodukt nachzudenken. Wie iiblich
mit ,,altmodischen Methoden in der abstrakten Algebra hat es Vor- und Nachteile,
wenn etwas sehr explizit ist. Man sollte bemerken, dass das Obige tatséchlich eine

Verallgemeinerung dessen ist, was wir in Abschnitt 11.4.1 gesehen haben.

11.7 Allgemeine symmetrische und alternierende mul-

tilineare Abbildungen

11.7.1 Parametrisierung von Multilinearen Abbildungen

Analog zur Definition von U ® V' kénnen wir auch Vi ® --- ® V}, definieren, also als
F(Vy x -+ x V})/R, wobei R dhnlich zu (11.8) definiert ist, unter Verwendung aller &
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Komponenten. Explizit ist R gegeben als Spann von

/ .
{ (Ul, ey Vi1, 04 +’Ui,U7;+1, R ,Uk) —(Ul, ey Vi1, 05, Vg1, - - - ,Uk) 1 S ] S k‘,

/ /
— (U1, V1, VL Vit 1y e V) | V1, U, U €V

U{(v1,.. ., 01,004, Vi1, ooy 0) — (U1, .., 0g) | 1 <0<k, vy,...,0. €V, o€ K}.

Wir erhalten dann das folgende Theorem, welches wir analog zu Theorem 11.5.1 for-

mulieren, um die Ahnlichkeit zu unterstreichen:

Satz 11.7.1. Seien Vi,..., V), K-Vektorraume. Es existiert ein K-Vektorraum Vi ®
- @ Vi (oder Vi Qg -+ Q@ Vi, wenn K nicht aus dem Kontext klar ist) und eine

multilineare Abbildung

L ViX oo x Ve =2 V@0V,
(V1,00 0) P VR @ U

sodass fiir jede multilineare Abbildung ®: Vi x---x Vi, — W, wobei W ein K -Vektorraum
ist, eine eindeutige lineare Abbildung p: Vi ® --- @ Vi, — W eaistiert, sodass das Dia-

gramm

Vix---xV, @ > W

-
\ //// H!Lp

V1®"'®Vk;

kommutiert, das heisst ® = ¢ o 1. Praziser gesagt gilt, dass fiir alle K-Vektorraume W

die Verkettungsabbildung

Homg (Vi ® -+ ® Vi, W) = Multg (Vi X « -+ x Vi, W)
Y pot

ein linearer Isomorphismus ist. Ausserdem gilt
Viw - @Vi=Sp({vi ® - ®@uv v € Vi}).

Die Leser sind dazu eingeladen, die vorherigen Abschnitte nochmals durchzulesen
und alle Resultate fiir multilineare Abbildungen zu verallgemeinern. Definieren Sie zum
Beispiel T} ® - - ® T}, wenn T; fiir ¢ = 1,..., k lineare Abbildungen sind.

11.7.2 Parametrisierung von alternierenden Abbildungen

Wir méchten nun alle alternierenden Abbildungen in Alt"(V, W) &hnlich wie die
multilinearen Abbildungen charakterisieren. Wir formulieren die Hauptaussage wieder
ahnlich zu Theorem 11.5.1:
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Satz 11.7.2. Se1 V ein K-Vektorraum und k € N. Es existiert ein K -Vektorraum /\k V

(oder /\IIZ V', wenn K nicht aus dem Kontext klar ist) und eine alternierende Abbildung

L Ve APV
(V1,00 oy 0k) > U A Ay

sodass fiir jede alternierende Abbildung ®: VF — W, wobei W ein K - Vektorraum ist,

eine eindeutige lineare Abbildung v: /\k V — W emistiert, sodass das Diagramm

vk L s W
b

AV
kommutiert, das heisst ® = ¢ o 1. Praziser gesagt gilt, dass fir alle K-Vektorraume W

die Verkettungsabbildung

Homy (N°V, W) — AltF(V, W)

s o (11.9)

ein linearer Isomorphismus ist. Ausserdem gilt
NV =Sp({vi A Ay | v € Vi}).

Der Raum /\k V wird das k-te dussere Produkt von V genannt, oder auch k- Wedge
Produkt von V. Elemente von der Form vy A - - - Avg werden reine Wedges genannt. Also

wird /\k V' von reinen Wedges erzeugt.

Beweis. Dies ist sehr &hnlich zum Beweis von Theorem 11.5.1. Wir betrachten den
Vektorraum Fy(V*) und definieren die Unterrdume D = Sp(Ry U A), wobei

/ /
— (U1, Vi1, VL Vit ey V) | UL, U UL €V

’ .
Rp — { (Ula"'7Ui—1avi+vi7vi+17"'7vk) _(Uh‘"avi—lyviavi—i—la"'avk) 1<:< ka
0=

U{(v1, ..., 01, Q0 Vi1, -« 5 0k) — vy, .y op) | 1 <0<k, vg,...,u €V, a € K},

A:{(Ula"'7Ui—lavivvi+l7'"7,Uj—17vivvj+17"'avk’> |Z<j7 U1, ..., 0% € V}

Wir definieren nun A* V' := Fi(V*)/D und betrachten die Abbildung ¢z VF — A"V,
welche durch ¢ = 7 o by+ definiert ist, wobei by« : V¥ — F(V*) die natiirliche Einbet-
tung ist und 7: F(V*) — F(V¥)/D die Quotientenabbildung ist. Wie im Beweis von
Theorem 11.5.1 stellt die Auswahl der Elemente in R sicher, dass ¢ multilinear ist,
und dhnlich dazu stellen die Elemente in A sicher, dass ¢ auch alternierend ist. Wie
im Beweis von 11.5.1 erhalten wir fiir jede alternierende Abbildung ®: V¥ — W eine
lineare Abbildung g: F'(V*) — W, sodass das Diagramm

432

}



Kapitel 11.7 Allgemeine symmetrische und alternierende multilineare Abbildungen

F(VF)

kommutiert. Da & alternierend ist, folgt, dass D C ker g und somit erhalten wir

vk 2 > W

AV
wie gewiinscht. Da F(V*) von V* erzeugt wird, wird A"V von «(V*) erzeugt, was

genau die Menge aller reinen Wedges ist. Wir iiberlassen es den Lesern, (11.9) zu
iiberpriifen. O

Bevor wir zur Eindeutigkeit kommen, iiberlassen wir es den Lesern, eine weitere
analoge Aussage zu Theorem 11.5.1 zu beweisen, dieses Mal fiir symmetrische Abbil-

dungen.
Ubung 11.7.3. Beweisen Sie den folgenden Satz:

Satz 11.7.4. Ser V ein K-Vektorraum und k € N. Es existiert ein K-Vektorraum
S¥(V) (oder S5 (V), wenn K nicht aus dem Kontext klar ist) und eine symmetrische
Abbildung

L VE — SHV)

(U1, ..., V) > vy @ - @

sodass fiir jede symmetrische Abbildung ®: V* — W, wobei W ein K -Vektorraum ist,
eine eindeutige lineare Abbildung ¢: S¥(V) — W existiert, sodass das Diagramm

vk 2 » W
2

kommutiert, das heisst ® = ¢ o 1. Praziser gesagt gilt, dass fiir alle K-Vektorraume W

die Verkettungsabbildung

Homg (S*(V), W) — Sym"(V, W)

s oo (11.10)

ein linearer Isomorphismus ist. Ausserdem gilt

SHV) =Sp({vi e---ev | v; € Vi}).
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Bemerkung 11.7.5. Die Elemente von S*(V') werden symmetrische Tensoren genannt.
Es gibt keine Standard-Notation fiir symmetrische Tensoren, aber viele Autoren schrei-

ben einfach vivy -+ v == v, @ Vg @ - - - @ V.

11.8 Eindeutigkeit

Wir mochten jetzt beweisen, dass der Vektorraum U Qg V', dessen Existenz wir in
Theorem 11.5.1 bewiesen haben, ,,bis auf einen eindeutigen Isomorphismus eindeutig
ist. Diese Art der Eindeutigkeit gilt fiir viele Objekte, die iiber eine ,,universelle Eigenschaft*
definiert sind. Um die genaue Bedeutung dieser Begriffe zu erklaren, werden wir als Bei-

spiel die Eindeutigkeit des Tensorprodukts beweisen:

Proposition 11.8.1. Das Tensorprodukt von zwei K -Vektorraumen U und V ist ein-

deutig bis auf einen eindeutigen Isomorphismus.

Beweis. Erinnern Sie sich, dass ein Tupel (F,¢) von einem Vektorraum E und einer
bilinearen Abbildung ¢: U x V' — E ein Tensorprodukt von U und V ist, wenn es die
Bedingung aus Theorem 11.5.1 erfiillt. Das heisst, ein Vektorraum E zusammen mit
einer bilinearen Abbildung ¢: U x V' — FE heisst Tensorprodukt von U und V, falls es
die folgende Eigenschaft hat:

Fiir jeden K-Vektorraum W und jede bilineare Abbildung ® € Mult(U x V, W)
existiert eine eindeutige lineare Abbildung ¢: F — W mit ® = por. In einem Diagramm

sieht das wie folgt aus:

Pa
e
.
< .
\ 7 Jle linear

E

Dies nennt man die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts und man sagt in diesem

Fall, dass E, oder genauer gesagt (F, ), die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts
erfillt. Um mit gutem Gewissen von dem Tensorprodukt (und nicht nur einem Ten-
sorprodukt) zu sprechen, miissen wir verstehen, inwiefern das Tensorprodukt eindeutig
ist.

Betrachten wir dafiir zwei Tensorprodukte (Ej, 1) und (Es, t2) von U und V. Das
heisst, wir nehmen an, dass beide die obige universelle Eigenschaft erfiillen. Da ¢ bili-
near ist und (£}, ¢1) die universelle Eigenschaft erfiillt, haben wir eine eindeutige lineare
Abbildung f: E; — FEs mit

UxV = s Ey
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das heisst mit f o1y = 3. Wenn wir die Rollen von E; und E, vertauschen, also
verwenden, dass ¢; bilinear ist und (Es, t9) die universelle Eigenschaft hat, dann erhalten

wir eine eindeutige lineare Abbildung g : Fy — E; mit

UxV = sy By

Ey Ey
/’ NN % ™
UxV 2 s B, uwd  pxy " y I, (11.11)
/,’( /,’(
x /// X‘ /,/g
Ey E,

zusammensetzen. Schliesslich wenden wir noch die universelle Eigenschaft auf die fol-
gende Art an: Da ¢y bilinear ist und (E7,¢1) die universelle Eigenschaft hat, existiert

eine eindeutige lineare Abbildung h: E; — E; sodass das Diagramm

UxV = sy By

kommutiert, also dass hot; = ¢1. Aber wir kennen zwei solche Abbildungen! Die erste ist
die Identitatsabbildung Id g, , also impliziert die Eindeutigkeit, dass h = Idg,. Die zweite
Abbildung sehen wir im linken Diagramm von (11.11): Die Verkettung go f: Ey — E
ist eine solche Abbildung. Wieder impliziert die Eindeutigkeit, dass h = go f. Zusammen

erhalten wir g o f = Idg,. Ahnlich kann man auch f o g = Idg, zeigen:

UxV = s Ey

A
t2 -7 dp

Wie zuvor impliziert die Eindeutigkeit von p, dass Idg, = p = fog. Es folgt, dass f und

g Inversen zueinander und somit beides Isomorphismen sind. Da diese beiden Abbildun-
gen eindeutig definiert waren (durch die Informationen in (F4,¢;) und (Es,t)), haben
wir also genau gezeigt, dass das Tensorprodukt ,eindeutig bis auf einen eindeutigen

[somorphismus® ist. O]
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Das gleiche Argument funktioniert auch fiir viele andere Objekte und zeigt, dass
diese ,,eindeutig bis auf einen eindeutigen Isomorphismus® sind. Machen Sie die néch-
ste Ubung, um sich mit dem Argument im Beweis von Proposition 11.8.1 noch etwas

vertrauter zu machen.

Ubung 11.8.2. Zeigen Sie, dass der freie Vektorraum iiber einer Menge S eindeutig
bis auf einen eindeutigen Isomorphismus ist. Gehen Sie dafiir folgendermassen vor:
Gegeben eine Menge S, bemerken Sie, dass ein Tupel (F,b), wobei E ein Vektorraum
und b : S — E eine Funktion ist, ein freier Vektorraum dber S genannt wird, wenn die
folgende universelle Eigenschaft erfiillt ist:

Fiir jeden K-Vektorraum W und jede Funktion ®: § — W existiert eine eindeutige
lineare Abbildung ¢: F — W mit ¢ o b = ®. In einem Diagramm sieht das wie folgt

aus:

Nehmen Sie nun zwei solche Tupel (E1,b1), (E2,bs) mit dieser Eigenschaft und argu-

mentieren Sie genau gleich wie im Beweis von Proposition 11.8.1.

Ubung 11.8.3. Seien U und V zwei K-Vektorraume. Ein Tripel (D, my, my) heisst eine

externe direkte Summe von U und V', wenn folgendes gilt:
e D ist ein K-Vektorraum.
e 7y: D — U und my: D — V sind lineare Abbildungen.

e (D, my,my) hat die folgende universelle Eigenschaft: Falls (W, fy, fi/) ein Tripel
ist, wobei W ein K-Vektorraum ist und fy: W — U und fy: W — V lineare
Abbildungen sind, dann existiert eine eindeutige lineare Abbildung ¢ : W — D,

sodass das folgende Diagramm kommutiert:

W
yisow
N2
U—D ——1V.

U 14

(a) Zeigen Sie, dass
UxV={(u,v) |uelU, veV},

mit komponentenweiser Addition und Skalarmultiplikation, und 7y (u, v) = u,

v (u,v) = v, die obige universelle Eigenschaft hat.

(b) Zeigen Sie, dass eine externe direkte Summe eindeutig ist bis auf einen eindeutigen

Isomorphismus.
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(c¢) Finden Sie einen Unterraum S C F (U x V'), sodass Fx (U x V) /S (zusammen mit

der richtigen Wahl von 7y und 7y) eine externe direkte Summe von U und V ist.

Ubung 11.8.4. Sei V ein K-Vektorraum. Zeigen Sie, dass A\"(V) und S*(V) aus den

Satzen 11.7.2 und 11.7.4 eindeutig sind bis auf einen eindeutigen Isomorphismus.

11.9 Mehr iiber A"V

Das édussere Produkt /\k V ist ein sehr interessantes Objekt und erscheint in vielen

verschiedenen Kontexten. Einer der Griinde ist die Korrespondenz

k-dimensionale ~ Linien durch reine
. — ok . (11.12)
Untervektorraume von V Wedges in A"V

Mit Linien durch reine Wedges meinen wir Sp(v; A - -+ A vy) fiir ein Element
0# v A Ay, € /\k V. Bevor wir dies beweisen, miissen wir eine Basis fiir /\kV

finden.

Proposition 11.9.1. Sei V ein endlich-dimensionaler K - Vektorraum mit einer Basis®
(€1,...,e,) und k € N. Dann ist

B:{eil/\.../\eik | 1§Zl<<’lk§n}
eine Basis von /\k V. Insbesondere ist

() k=n

0 k> n.

dim A"V =

Beweis. Wir betrachten ein reines Wedge v = v; A --- A vy € A*V und schreiben
n .
v; = Zag)eij.
ij=1
Dann ist
n n n n
_ ) (k) multi- (1) (k)
v = (Zail ei1> ANREREAN (Zaik eik> e Z---Zail oy ey N ANeg
=1 ir=1 =1 ix=1
Bemerken Sie, dass aus der alternierenden Eigenschaft folgt:

e Falls zwei Indizes ¢ # m existieren mit e;, = e;,, dann ist e;; A---Ae;,, =0.

5Die e; sind nicht eine ,,Standard-Basis“, es ist einfach eine beliebige Basis.
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e Falls ¢;,,...,e; paarweise unterschiedlich sind, dann existiert o € Sy, mit
eiy N Ney, = sign(o)e;, ) A A, =t (%)

und 1 <y < -+ <'ig(r), oder anders gesagt, sodass (x) € B.

Es folgt in beiden Fallen, dass e;; A --- Ae; € Sp(B), also enthélt Sp(B) alle reinen
Wedges und somit (laut Satz 11.7.2) ganz A" V. Also gilt laut Satz 11.7.2

AltF(V, K) = Hom(A* V, K) = (A" V)",

also haben wir laut Korollar 11.3.7 dim(A* V)* = dim Alt"*(V, K') = |B| und somit (laut
den Resultaten aus Abschnitt 10.1) dim A*V = |B|. Es folgt, dass B eine Basis von
AV ist. O

11.9.1 k-dimensionale Untervektorraume

Wir kénnen nun die Korrespondenz aus (11.12) beweisen. Fiir einen k-dimensionalen

Untervektorraum U C V definieren wir
O(U) =Spluy A - Aug) S ANV,

wobei (u1, ..., uy) eine beliebige Basis von U ist.

Proposition 11.9.2. Die Abbildung ® ist wohl-definiert und induziert eine Bijektion
zwischen k-dimensionalen Untervektorrdumen von V- und eindimensionalen Untervek-
torraumen von /\k V', welche von reinen Wedges erzeugt sind, das heisst, die Menge

aller Untervektorriume von /\k V won der Form Sp(vy A -+ Avg) fir vy, ..., v € V.

Beweis. Definitheit: Wir vervollstdndigen (uq, ..., u;) zu einer Basis von V. Dann ist
uy A -+ A uy, eines der Basiselemente von A"V (wie in Proposition 11.9.1), also ist

up A+ - Ay # 0 und Sp(ug A - -+ Awy) ist tatséchlich eindimensional.

Wohldefiniertheit: Seien (uy,...,ux) und (u},...,u}) zwei verschiedene Basen von

U C V. Bemerken Sie, dass geméss Proposition 11.9.1 /\k U (welches eine Teilmenge

von A"V ist) eindimensional ist. Wie wir oben gesehen haben ist
uy A Aup#0 und  wf A A, # 0.
Dies sind beides Elemente des eindimensionalen Vektorraums /\k U, also gilt

Sp(us A+ Aug) = Sp(uh A+ Au) = AU C APV
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Bijektivitat: Wir konstruieren eine Inverse. Sei P ein eindimensionaler Untervektor-

raum von /\k V', welcher von einem reinen Wedge erzeugt wir, sagen wir
{0} # P =Sp(wy A--- Awg) C AV

Wir definieren den Unterraum V(P) := Sp(wy, ..., wx) C V. Da ¥(P) von k Elementen
erzeugt wird, gilt dim W(P) < k. Falls dim ¥(P) < k, dann ist dim A\"(¥(P)) = 0, also
A" (®(P)) = {0}, aber das ist ein Widerspruch, da 0 # wy A --- Awg € A"(¥(P)). Also
muss gelten, dass dim W(P) = k. Man kann tberpriifen, dass ¥ wohldefiniert ist (zum
Beispiel weil a(wy A -+~ Awy) = (qwy) Awg A - - - Awy, gilt) und dass ® und W tatsichlich

invers zueinander sind. O
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Changelog: Kapitel 11

26.05: In Definition 11.2.3 und 11.2.5 wurden einige n zu k geéndert.

26.05: Die Notationen Mult(V* W), Alt(V* W) und Sym(V* W) wurden zu
Mult®(V, W), Alt"(V, W) und Sym*(V, W) geéndert.

28.05: In Ubung 11.3.5 wurde an einer Stelle V; zu V; geéndert.

30.05: In Beispiel 11.2.8 wurde in (2) ,alternierend” zu ,antisymmetrisch” geén-
dert. Ausserdem wurde spezifiziert, dass die multilinearen Abbildungen in (7) und

(8) im Fall von Vj = -+ =V, symmetrisch sind.
30.05: In Beispiel 11.3.8 wurde an einer Stelle byes zu bie; korrigiert.

30.05: In Gleichung (11.3) wurde die Bezeichung angepasst, sodass es nur noch

eine statt zwei Nummern hat.
02.06: In Beispiel 11.5.3 wurde Q* zu Q* korrigiert.
03.06: Zu Beginn von Abschnitt 11.4.1 wurde My, 2u M, (K) korrigiert.

03.06: Das Ende des Beweises von Korollar 11.6.3 wurde eine bisschen umformu-

liert.
03.06: Am Ende von Beispiel 11.6.7 wurde noch etwas hinzugefiigt.

09.06: Am Ende des Beweises von Satz 11.7.2 wurde die Referenz von (11.10) zu
(11.9) korrigiert.

30.06: Im Beweis von Satz 11.7.2 wurde die Definition der Menge A korrigiert.
30.06: In Beispiel 11.3.8 wurde aqes zu aqe; korrigiert.

10.07: In Ubung 11.3.5 wurde Y.
giert.

77777

17.07: Im Beweis von Proposition 11.9.2 wurde an einer Stelle ¢) zu ¥ korrigiert.

17.07: In Beispiel 11.2.8 (7) wurde hinzugefiigt, dass ¢1 = - - = ,, gelten muss,
damit die Abbildung symmetrisch ist. In (8) wurde hinzugefiigt, dass v; = --- =

v, gelten muss, damit die Abbildung symmetrisch ist.

17.07: In Abschnitt 11.6 wurde die Notation Bygy zu By ® By gedndert, sowie
BxCzuB®C.

17.07: In Satz 11.7.4 wurde an einer Stelle S*(v) zu S*(V') korrigiert.
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e 17.07: In Beispiel 11.6.9 wurden M, (K) und M, (K) z2u My «m(K) und
M, «n(K) korrigiert.
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Anhang A

Lights out

Nehmen Sie an, Sie haben n Gliihbirnen, die irgendwie miteinander verbunden sind.
Konkret heisst das, fiir jeweils zwei Glithbirnen besteht entweder eine Verbindung oder
nicht!. Nehmen Sie auch an, dass es neben jeder Gliihbirne einen Schalter gibt. Wenn
Sie diesen Schalter driicken, &ndern die Gliihbirne direkt neben dem Schalter und alle
Glithbirnen, die mit dieser verbunden sind, ihren Zustand: Diejenigen, die an sind,

werden ausgeschaltet und diejenigen, die aus sind, werden angeschaltet.

Am Anfang des Spiels sind alle Gliihbirnen aus.
Zeigen Sie, dass man irgendwie die Schalter

driicken kann, damit alle Gliithbirnen gleichzeitig

angeschaltet sind.

Es gibt einige Losungen zu diesem Rétsel, die nichts mit linearer Algebra zu tun
haben, aber vielleicht einige Ideen aus der Graphenteorie und eine gut iiberlegte Induk-
tion verwenden. Mit dem Stoff dieses Semesters konnen wir aber dieses Rétsel mittels
linearer Algebra 16sen. Sie konnen schon jetzt probieren, das Rétsel zumindest zu einem

Problem in linearer Algebra zu iibersetzen.

falls Sie den Begriff von einem Graph kennen, wir betrachten hier einen ungerichteten Graph. Die
Glithbirnen bilden die Knoten des Graphs und die Verbindungen zwischen den Gliihbirnen sind die
Kanten.
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